ALCUNI INTEGRALI RISOLUBILI MEDIANTE SOSTITUZIONI PARTICOLARI
Intenderemo con R(s,t) una generica funzione razionale di s e .

Mostriamo il metodo risolutivo di cinque tipi di integrali.

1)
/R —x2)da: ;7 a>0.
Sostituzione proposta:

z
z=asint ; dr=acostdt ; +/a®—2z2=acost ; t:arcsin(—).
a

Esempio:
a2
/ Va2 —a? da::az/ cothdt| = —[t+sintcost]‘ +C =
t:arcsin(%) 2 t:arcsin(f)
a? e x Va2 —z2 a? x
= — arcsm(—) +—-——|+C = —arcsm( ) — Va2 -z22+C .
2 a a a 2 2
2)

/R(w,\/a2+x2)daj i a>0.

Sostituzione proposta:
T 1

z=asinht ; dr=acoshtdt ; +/a®2+a2=acosht ; t=sinh™! (—) = log [—(w + Va2 +a?)
a a

Ricordiamo che

cosh?t —sinh®t =1 ; cosh(2t) = cosh®t 4 sinh®¢t ; sinh(2t) = 2sinhtcosht ,

da cui
cosh(2t) = cosh? t + sinh® t = 2cosh®t — 1 = 1 4 2sinh® ¢
dacul h(2e) + 1 h(2t) - 1
2 2
Esempio:

/\/a2+:v2 dx = a2/ coshztdt| =

t=sinh—1! (%):log[%(w—i-\/m)]

ag/ [cosh(2t) +1

1 1
] ‘ =a? [— sinh(2¢) + =t
2 t:log[%(z+\/w2+a2)] 4

] | +C
2 t:log[%(w+\/z2+a2)]

a? a
@ [coshtsinh + ¢ ’ .
5 [coshtsinht + ¢] t=log[ (2477 Fa%)] +C 5

1 1
25{35 2% +a? +a’ 10%[ (z + x2+a2)]}+C: [33 22 + a2 +a® log(z + x2+a2)}+K.

1
2

1



Esempio:

/ 1 / acosht _ / gt ‘ _
Va2 + az CLCOSht t log[%(z+\/12+a2)] o t:log[%(z+\/z2+a2)] o

1
= | +C:10g[—(x+ x2+a2)]+C:log(m+ 2?2 +a?)+ K .
t:log[%(m+\/x2+a2)] a

3)
/R(w, 22 —a?)dz ; a>0.

Sostituzione proposta:
1
z=acosht ; dr=asinhtdt ; +/z2—a?=asinht ; t=cosh™* (E) = log [—(m + Va2 —a?)
a a

Esempio:

/\/ —a2dm—a2/smh2tdt‘ =

t=cosh~ % log[%(w-{—\/xQ—az)]

h(2t) — 1 1 1
a2/ [M] dt ‘ = a? {— sinh(2t) — —t] ‘ =
2 t:log[%(er\/w?—a?)] 4 2 t:log[%(er\/w?—a?)]

a’ a’ (1 T 1
= ?[sinhtcosht—t] | = 7{—\/x2—a2-g—log [a(x+ xQ—az)]}+C =

t:log[% (z++/22 —az)]

- l{mq/m-cﬂlog[i(x—% —az)]}+C=

2

[w-\/x2—a2—a210g(3:+ xQ—az)] + K.

Esempio:

inht
asinh? _

1
/ Va2 —a? v / asinht t:log[%(w—i-\/xz—az)] / t:log[%(m—i—vwz—az)]

1 :
:t| +C:10g[—(x+ xQ—a2)}+C’zlog[:ﬁ+ x2—a2]+K.
t:log[%(z+\/z2fa2)] a

4)
/ R(sinz,cosz) dz

Sostituzione proposta:

1—¢2 . 2t d 2 "
| SINxr = 5 xr = ——=
1+¢2 7 14+¢2 7 14 ¢2

T
t:tan(g) ; x=2arctant ; cosz =



(dove le relazioni per il seno e il coseno sono ottenibili tramite le formule trigonometriche di duplicazione).

Esempio:

Risolviamo

1
/ — dz s
SInx + Cosx

ponendo ¢t = tan (g) Si ha, dopo alcune semplificazioni,

1 1 1
= dr = -2 ———dt = -2 dt =
/sinx+cosx v /t2—2t—1 /(t—l—\/i)(t—1+\/§)

B % /[<t—11+\/§)_(t—11—\/§>} =

1 t—1 2 tan (£) — 142

2 (t —1- \/5) t=tan(z/2) [tan (5) —1- \/ﬂ
dove si e riscritto il termine con polinomio di secondo grado a denominatore in forma di somma di due
frazioni, per mezzo del metodo dei fratti semplici (si veda Flandoli, pp. 435/439).

5)
/ R(sin? z, cos® x,tan z) dx

Sostituzione proposta:

t=t tan ¢ 2 1 in? r d 1 dt

=tanz ; = =arctant ; cos°zT = —~ ; sin“z = - r=—— dt .
’ ’ 1+ 14+t 7 1+ 2

Esempio:

Risolviamo

1
—— dx,
/ (sinz + cosx)?
ponendo ¢t = tan(z). Si ha

e e
(sinz +cosz)? cos?z(1 + tanz)? T

1 1 1
1+¢%)- = - ‘ dt| = / _— dt‘ =
/( +t) (1+t)2 (1+t2) t=tan(z) (1+t)2 t=tan(z)

1 1
(1+1) ‘t:tan(z) 0= - [1+ tan(z)] o

Si osservi che si sarebbe potuto calcolare tale integrale anche osservando direttamente che

1 ~ 1 o 1
/ cos? z(1 + tan )2 dv = / (1 +tanz)? (tanz)’ dz = [1+ tan(x)] +C-

3



Esempio:

Risolviamo

ponendo ¢t = tan (g) Si ha

1 1 2
Lo [ L2y _
/ sng /(L) 1+12  li=tan(g)

1+¢2

- /%dt‘ttan(%) - [1°g|t|+0]’t:tan(%) - {log‘ [ran (3)] |}+C'

Si osservi che, anche in questo caso, si sarebbe potuto seguire una via alternativa, osservando che, per mezzo
di semplici regole trigonometriche,

1 . . ,
/ 1o = / sm2x d — / sine -, _ _/ (cosz) dr —
sin sin® 1—cos?zx 1—cos?zx
1 1 1 1
/t2 -1 t=cos z 2/ |:t—1 t+1:| t=cos z

1 t—1 1 cosz — 1
398 ([757) + e = 278 (a1l + €
20g<t+1)+ t=cos 5 %8 cosz + 1 +C

dove, nuovamente, si sono sfruttate le regole dei fratti semplici per riscrivere 'integrando, con a denominatore
il polinomio di secondo grado, come somma di due frazioni. I due risultati, apparetemente differenti, for-
niscono le stesse primitive: e sufficiente utilizzare accuratamente le formule trigonometriche di duplicazione.




