INGEGNERIA CIVILE - COMPLEMENTI DI ANALISI MATEMATICA
PROVA SCRITTA DEL 23-06-2010 - SOLUZIONI

ESERCIZIO 1
Calcolare lintegrale triplo [[f;, /22 + y% 4 22dxdydz, dove V & il volume racchiuso dalle su-
perfici 22 +y? + 22 = 2w e x? + y? + 22 = 4z .

SOLUZIONE
Passando in coordinate sferiche, si ha:

w/2  p4sinfcosp
/// Va4 y? + 22dxdydz —/ / / p - p? sin Odpdpdf
2

—7r/2 sin 6 cos

=60 / / sin® @ cos® pdpdh
0 J—m/2

60 0+2 sg_ 1 59ﬂ3+1'2+1'4ﬂ/2
= — COS — COS — — COS — — Sin — SIn

3 5 o BT AT TR
=24,

ESERCIZIO 2
Sviluppare in serie di Fourier di soli seni nell'intervallo [0, 7] la funzione g(x) = coszsin?x,
esaminando la convergenza della serie ottenuta.

SOLUZIONE

Osserviamo preliminarmente che g(0) = g(m) = 0 e quindi l’estensione periodica dispari di g &
continua (e regolare a tratti). Possiamo dunque aspettarci la convergenza totale della serie. Pro-
cediamo ora con il calcolo dei coefficienti, utilizzando I'identita cos x sin® x = i cosx — % cos 3.

Per k # 1,3 troviamo
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Si vede poi facilmente che anche b; = b3 = 0. Si ha quindi:
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per ogni z € [0, 7] e la convergenza ¢ totale come (gia sapevamo) perché bay, ~ ——-.

ESERCIZIO 3
Risolvere il seguente problema:

Ugg + Uyy = 0 O<z<ml<y<m
u(z,0) = 0,u(z,7) = coszsin?r 0<x<m
u(O,y):u(ﬂ,y)zo 0<y<m.

SOLUZIONE
Si tratta di un problema di Dirichlet in un quadrato per ’equazione di Laplace. Si ha:
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u(z,y) = ;Ck sin kx sinh ky, dove Cy = 7rsinhk:77/0 cos z sin® z sin kzdz.

Quindi, utilizzando i risultati dell’esercizio precedente, troviamo:
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ESERCIZIO 4
Risolvere il seguente problema di Cauchy:

U — Au =0 (r,y,2) e Rt >0
u(r,y,2,0) = (2 +y%)z (2,y,2) €R
ut(x,y,2,0) =zycosz, (z,y,2) €R.

SOLUZIONE
Per utilizzare la formula di Kirchhoff, calcoliamo prima le medie sferiche dei dati. Si ha:
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Quindi

0 2 int
uw(z,y, z,t) = 5 {t[z(w2 + %))+ 32t3} +t- xySI% cosz = z(x? + y?) + 221* + wycos zsint.

ESERCIZIO 5 Discutere, al variare del parametro A # 0, il seguente problema:

u+ (142 u)u, =0 z € Rt >0, . [ -1 <0
{ u(z, 0) = g(x) zER, dove g(x) ¢ data da g(z) = 9 x>0
SOLUZIONE
E’ un problema di Riemann. Abbiamo q(u) = u + \u?, ¢/(u) = 1 +2\u e ¢"(u) = 2). Quindi ¢
¢ uniformemente convessa per A > 0 e uniformemente concava per A < 0. Essendo u_ = —1 <

uy = 2, abbiamo un’onda d’urto per A < 0 e un’onda di rarefazione per A > 0. L’onda d’urto

ha velocita pari a v = Q(Q)Q_ﬂ_l) = 2+4>‘_§_1+)‘) =1+ ), e quindi per A < 0 la soluzione &:
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Notiamo poi che la velocita dell’onda d’urto e positiva per —1 < A < 0, & negativa per A < —1
ed e nulla per A = —1.

Per A > 0 l'onda di rarefazione si trova risolvendo ’equazione 1 + 2A\u = x/t, che fornisce
immediatamente u = 2. Essendo ¢/(—=1) =1 — 2X e ¢/(2) = 1 4 4), la soluzione &
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