ANALISI MATEMATICA 2 (I MOD) — ING. ELETTRONICA
PROFF. GIACOMELLI E VERGARA CAFFARELLI
ESEMPI DI ESERCIZI D’ESAME — A.A.07/08

Versione preliminare — si prega di segnalare eventuali errori

*) Determinare (se esistono) i punti di massimo locale, i punti di minimo locale e i
punti di sella della seguente funzione:

1 1
fla,y) = gfv?’ + §x2y +y? -6y, (z,y) €R%.

Si ha

fo(z,y) =2 +ay = x(x +y) =0 =0 x=—y
fy(z,y) =522 +2y —6=0 T L y=3 PPEY 24y -12=0
Yy 2

da cui segue che i punti critici sono P; = (0,3), P» = (6,—6), P = (—2,2). Si ha
9 2z +y =z

Percid det D2 f(Py) = 6, det D% f(Py) = —24, det D% f(P3) = —8, da cui segue che P
¢ un punto di minimo locale e P,, P53 sono punti di sella.

*) Sia f : R? — R definita da

Ly, 13 1 2
flay) = g2°+gy” — L@ty +4)7;
determinare (se esistono) i punti di massimo locale e i punti di minimo locale di f
in R2.

Risposta: (2,2) punto di minimo locale, (—1, —1) punto di massimo locale ((v/2, —v/2)
e (—v2,v/2) punti di sella.

*) Determinare il massimo assoluto e il minimo assoluto della funzione f(z,y) =
z + 2y nel dominio D = {(z,y) € R?: 2% +y* < 1}.

Poiché f e regolare e Vf = (1,2), il massimo e il minimo assoluto sono assunti su
0D. Per deteminarli si pud parametrizzare la frontiera o utilizzare il metodo dei
moltiplicatori di Lagrange. In quest’ultimo caso, posto

L(z,y,A\) = &+ 2y + AMz? +y* — 1)
e risolvendo il sistema
L,=1+2X\z=0
Ly=2+2\y=0
Ly=2>4+1y>-1=0



si ottiene
(xaya )‘) = :l:(l/\/g? 2/\/5, _\/5/2)
Percid maxp f = v/5 e minp f = —/5.

*) Utilizzando il Teorema dei moltiplicatori di Lagrange, determinare il massimo
assoluto e il minimo assoluto della funzione

flay) = 5o* + V2 oy

nell’insieme

Risposta: mlgxf =1, mFinf =-1/2.

*) Calcolare

1
// cos(my) dxdy, D:{(:U,y)ERQ: |1:—2|§y§2$}~
D

Si ha
D={(z,y) eR®: z€[4/3,4], [z -2/ <y<z/2}.
Percio
4 )2 1 4
// cos(my)dxdy = / / cos(my)dy dx = / (sin(mz/2) — sin(w|x — 2|)) dz
D 4/3 J|z—2| T J4/3
1t 1 /2 I
= / sin(mx/2)dx — / sin(—mx)dx — / sin(mx)dx
T J4/3 T J4/3 ™ J2
2 R 2 1 :
= — —cos(mz/2)] — —cos(mx)| + — cos(mx)
m? a3 T ys ™ 2
B P D D7 WIS B S
w2 o2p?’
*) Sia
Q={(z,y) eR?*:0<2<1, 0<y<1};
calcolare

Risposta: 8/15.

*) Sia



calcolare

Risposta: 2%/2/3 + 7/12.

*) Calcolare
/(QZ e’ dr +sinx dy),
.

dove v € una curva semplice regolare che ha come sostegno I'insieme
{(z,y) eR*: 2 €[0,1], y = 2%}
percorso una sola volta da (0,0) a (1,1).

La parametrizzazione pit semplice della curva & y(z) = (z,22), € [0,1]. Si ottiene

1
1
/ (x e¥ de +sinz dy) = / (avegc2 + 2z sin:v) dr = (26x2 + 2sinx — 2x cos:v)
g 0

1
— 5(e— 1) +2sinl —2cos 1.

*) (a) Determinare (se esiste) una primitiva della forma differenziale

w = y?dz + 2zy dy;

(b) calcolare / w, con
g

v(t) = (1 — sin(wt?), cos(nt?)), t e [0,1].

(a) Uz,y) = zy® + C.
(b) Osservando che (1) = (1,—1) e v(0) = (1, 1), si ottiene

/w =U(1,-1) - U(1,1) = 0.
.

*) Sia w la forma differenziale definita da
w(z,y) = (ye®™ + 3z)dx + (ze™? + 1)dy

e sia v la curva definita da

10) = {005497 96[_

NS
S

sin 6

| e
+

calcolare

1

0



Ragionando come nell’Esercizio precedente, si ottiene:

/w:5+\/§_6—1/2_
i

*) Calcolare

Lag (x + arctan (eyQ)) dy,

Q:{(x,y)€R2: r<1, —z<y<1}.

dove

Per le formule di Gauss-Green,

/+asz (x—i— arctan (eyQ)) dy = //Q (x + arctan (ey2>>m dxdy = || = 2.

*) Sia w la forma differenziale definita da
w(z,y) = (y —x)de + zdy

e sia v la curva definita da

calcolare

Risposta: —e™ /4 —1/2.

*) Sia S il grafico della funzione
z=x+3y, (z,y)€D={(z,y) eR?: 2% +¢% <1, y > 0}.

Calcolare

1 ™ 2
ydo = // y\/1+z%+z2dxdy:\/ﬁ/ / r?sin® ddr = =/11.
//S D Y o Jo 3




*) Sia f : C — C definita da

(a) determinarne i poli;
(b) calcolare

(a). I poli sono tutti e soli soluzioni di

3im

(z—i)(224+5i) =0 <= z2=1, 22=-Hi="5e 2.
Quindi i poli sono zp =i, 21 = \/5/2(—=1 4 1), 22 = 1/5/2(1 — 7).
(b). L’unico polo interno a D & zp. Quindi
o
f(2) dz = 2mi Resf|,, = e
dD+ 5i—1

*) Calcolare

_ d
/_;_OQ 242iz+2 0
dove
Q={z€C: |z+1] <2}.

Si ha
2242242 = (241)?43 =0 < 2z =2 = (—1—V3)i oppure z = 2y = (—1+V/3)i.

Sihaz €Q,20€Qe

1 1
Res(z1) = ,  Res(z2) =

21 — 22 22_21’

percio I'integrale ¢ nullo.

*) Sia
Q={2e€C: |z] <2};

calcolare

dz

Risposta: —2m 1.

*) Determinare lo sviluppo in serie di Laurent centrato in z = 0 della funzione

1
f(Z):m;



utilizzare tale sviluppo per determinare il residuo di f in z = 0.

1 1 e G L B N e Ol
24(z—|—2) - 2241+ 224Z<_7> _Zo on z 4_32:24 ok P

n= —

In particolare il residuo di f in z = 0 vale —1/16.

*) Determinare la serie di Fourier della funzione f : R — R, pari e periodica di
periodo 2w, tale che

—2 se x € [O, %’TF)
(o) = 1
1 se x € [gw,w]
Poiché f ¢ pari, si ha
b, = 0,
2 ™
w0 = 2 [ faya =1
4 /2 9 [m
anp = / f(z)cos(nz) de = —/ cos(nzx) dw+/ cos(nz) dx
T Jo T Jr/2
2 0 n =2k
= —% sin(nm/2) — Es1n(n7r/2) { _(Qk;—?—l)ﬂ(_l)k n— %+ 1
Percio
1 6= (—1)F
f(z) 5= ;22]{:4_1008 (2k + 1)x).

k=0

*) Determinare la trasformata di Fourier della funzione

0 z <0
e >0

Per ogni w € R, si ha

) ] 9] ] 0 —(24iw)x 1
/ f(z)e™" dz = / et gy — © g -
oo 0 24w  z—too 24w 2+ iw

*) Determinare la trasformata di Laplace (unilatera) della funzione f : [0,00) — R

definita da
0 x €|

f(m):{?)—m ze|

U (4, 00)

NS
~—



Risposta: e
D (L+p+e?(p-1))



