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1. NUMERI COMPLESSI

(*) Data ’equazione
22 —iZ+|2? =4,

determinarne (se esistono) le soluzioni z € C tali che |2]? < 3.

Posto z = x + iy, si ha
22 —iZ 4|2 =2 =y 2y — i —y+ 2ty =227 —y +ix(2y — 1),
percio le soluzioni devono verificare
{ 202 —y =14
x(2y —1) = 0.

Risolvendo la seconda equazione e sostituendo nella prima si ottiene

y=—4 222 =9/2
=0 oppure y—1/2

ovvero zy = —4i, 29 = 3/2+i/2, z3 = —3/2 +i/2. Poiché |z1]*> = 16, |22]*> = 5/2 e

|232 = 5/2, le soluzioni che verificano la condizione richiesta sono z3 e z3.

(*) Determinare (purché esistano) le soluzioni z € C della seguente equazione:

|22 —2(2)? =4i + 2.
1
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Risposta: £(1 + ).

05/06
(*) Determinare le soluzioni in campo complesso delle seguenti equazioni: (05/06)
(a) 23 =1—1;
(b) 23 = 5z.
(a) Siha 1 —i=+/2e 5tk [ ¢ 7. Percio, posto z = re’?, si ha
2'3 —1—4 < 7,,3631'9 — \/Ee—i%-‘erTr
= r=20 e 0=1(-T+2kn), k=0,1,2
e quindi le soluzioni sono
20 =207, 2 =285, 2y =206 T,
(b) Posto z = re?, si ha z = re~ 2k Percio
23 =5z «— r?e’? = 5re= ¥
<= r=0 oppure r =5 e 4if = 2kx
e quindi le soluzioni sono
20 — O7 1 = \/g, 29 = —\/57 Z3 = i\/g, 24 = —i\/g.
2. FUNZIONI: DOMINIO, ESTREMO SUPERIORE E INFERIORE, MASSIMI E MINIMI
06/07
(*) Determinare il dominio naturale della funzione f : domf C R — R definita da (©6/0m
1
f(‘T) = 1 -1

Le condizioni sono

xr—1>0, Vve—-1-1#0, vVx—1-

da cui segue che dom f = [1, +00) \ {2, 5+2\/g}.

(*) Determinare 1’estremo superiore, I'estremo inferiore, gli eventuali punti di massimo locale
e gli eventuali punti di minimo locale della funzione f : R — R definita da

fla)=|]z* =1 -1] .



/

Il grafico della funzione e elementare: in figura, per > 0, il grafico qualitativo delle funzioni
x> 2?2 —1, o |22 - 1], 2|22 — 1] =1 e 2~ ||2% — 1| — 1, nell’ordine. Dal grafico (con
calcoli banali) si deduce che # = +1 sono punti di massimo locale, z = 0 e x = 4+/2 sono
punti di minimo locale (e assoluto), sup f = +oco e inf f = 0.

(*) Data la funzione f : [-5,—3] — R definita da
f(I):|9+2JL'|, 1‘6[—5,—3] )

determinarne (purché esistano) i punti di massimo locale, i punti di massimo assoluto, i
punti di minimo locale e i punti di minimo assoluto.

11 grafico qualitativo della funzione ¢ elementare. Da esso si deduce che z = —9/2 punto
di minimo locale e assoluto, x = —3 punto di massimo locale e assoluto, x = —5 punto di
massimo locale.

(*) Determinare 1’estremo superiore, I'estremo inferiore, gli eventuali punti di massimo locale
e gli eventuali punti di minimo locale della funzione f : R — R definita da

f@) = |z’ —2| .

Dal grafico qualitativo, ottenuto per composizione di funzioni elementari, si deduce imme-
diatamente che sup f = +o0, inf f = 0, = 0 & punto di massimo locale e z = ++/2 sono
punti di minimo locale (e assoluto).

(*) Determinare 1’estremo superiore, I’estremo inferiore, gli eventuali punti di massimo locale
e gli eventuali punti di minimo locale della funzione f : [-4, 3] — R definita da

f(a:):{ (x+1)(z—3) sex>—2

|z + 3| sex < —2.

11 grafico della funzione & elementare; tracciandolo nell’intervallo [—4, 3] si ottiene che x = —4
e x = 3 sono punti di massimo locale, z = —3 e x = 1 sono punti di minimo locale, sup f =5
einf f = —4.

(08/09)
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(*) Determinare il dominio naturale, l’estremo superiore, 1’estremo inferiore, gli eventuali
punti di massimo locale e gli eventuali punti di minimo locale della funzione f :domf — R
definita da

f(x) = log(jz —2[-2).

Risposta: domf = (—o0,0) U (4,400). Dal grafico qualitativo, ottenibile per composizione

di funzioni elementari, si deduce immediatamente che sup f = +o0, inf f = —oc0.

. . e . . e . (08/09)
Determinare estremo superiore, estremo inferiore ed eventuali massimi e minimi locali o
assoluti della funzione f : R — R definita da

3
) =
0=~ ]
Dal grafico qualitativo della funzione, ottenibile per composizione di funzioni elementari
come negli esercizi precedenti, si deduce immediatamente che sup f = 2, inf f = min f =0
(in = £1/2) e 1 ¢ un massimo locale (in = = 0).
3. SUCCESSIONI E SERIE
(*) Data la successione
~ (@2n+1)!
an ’]’L" (n'> )
calcolare "
lim —+t
n—-4o00 (7%
S (2n+3)! (n") (n!
1 =
nStoo ap n—+oo (n+ )7t ((n + 1)) ((2n + 1))
(2n 4+ 3)(2n + 2) n \"
= im
n—-+oo (n + 1)2 n+1
4
e
(05/06)

(*) Sia {an, }nen una successione tale che ag > 0 e a,41 > 3a, per ogni n € N.
(a) Dimostrare che

lim a, = +oo;
n—-+o0o

(b) Mostrare con un contresempio che la conclusione in (a) & falsa se non si assume che
ag > 0.



che dimostriamo per induzione: I'affermazione & vera per n = 0; se & vera fino ad n, allora

An+2 > 3ani1 >3- 3"ag = 3" ag.

(b) Se ag = 0, la successione {a, } definita da a,, = 0 per ogni n soddisfa tutte le ipotesi, ma

il limite ovviamente & zero.

(*) Sia {an }nen la successione ricorsiva definita da
pt1 = %an n>0
ap =4 ;

(a) utilizzando il principio di induzione, dimostrare che a,, > 0 per ogni n € N;
(b) determinare il carattere della serie

oo
g n3 Ay -
n=0

(a) 1) ap =4 > 0; 2) se a, > 0 allora ap41 = %an > 0.

(b) Poiché per (a) la serie ¢ a termini positivi, si puod applicare il criterio del rapporto:

3
n . 1 1 1
lim 24— i S (n—i— > ==

n—+oo Gy n—-+oc 2 n 2’

quindi la serie € convergente.

(*) Determinare la somma della serie

Risposta: 3/2.

(*) Dire se la seguente serie & convergente, divergente o irregolare:

> (3n)!
>

La serie € a termini positivi, quindi possiamo applicare il criterio del rapporto: poiché
(3(n+1))!

n n . . 2 1
i +1)(g( )—:,—1)‘)3 — lim n(3n + 3)(3n + )(3;1 +1) _ o7 > 1,

la serie e divergente.

(*) Al variare di x € R, studiare il comportamento della serie

(05/06)
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Utilizziamo il criterio del rapporto:

673(n+1)(n+1)2(n+1)

IE n+1 n
hm [(7—1;11)'2]77, = lim 6_3 (n + 1>2_w ( )
n— o0 € n n— o0 n
(nl)=
0 x> 2
= et =2
+o0 < 2.

Pertanto la serie converge per x € [2,+00).

08/09
(*) Determinare (purché esistano) i valori di « € R per i quali la seguente serie converge: (05/09)
o0
(22 — 7)%*
k=1
Risposta: « € (3,4).
(*) Determinare (se esistono) i valori di € R per i quali la seguente serie & convergente:
%) n
Vel +7
—\V3lxl+4+1
Risposta: ogni x € R.
(*) Determinare i valori di € R per i quali la seguente serie & convergente:
oo
n2n+1
n=1
x € [—e%/4,e? /4]
08/09
Determinare il carattere della serie (08/09)
i (2k)! — k!
- .
-k
Risposta: divergente a +o0.
(08/09)

(*) Determinare (purché esistano) i valori di a € (0,4+00) per i quali la seguente serie
converge:




Si ha

kE+1 kE+1
€ @ [e%
(kzl) 1—(1+Ii) flzg(1+0(1)) per k — +oo
Pertanto .
(1—1%1) ) 1

= ——(14+0(1)) per k— +oco .
((ﬂ)a B 1)3/2 akba—3/2
k
Per il criterio del confronto, la serie converge se e solo se ba — 3/2 > 1, ovvero se e solo se
a>1/2.

(*) Determinare (se esistono) i valori di & € R per i quali la seguente serie ¢ convergente:
i ne + n8—«

= 3nS —2sin(n)

La serie € a termini positivi. Per n — 400, si ha
n* (14 o(1)) se >4

n® 4+nd* =¢ 2nt sea=4 e 3n%—2sin(n) =3n5(1 +o(1)).

n®=%(1+o0(1)) se a <4

Quindi

3n® 01 +0(1)) sea>4

n
n + nS—(x
n

2 < —
m— ? beo{—4 per n—)+00

Dal criterio del confronto (con le serie armoniche generalizzate) segue che la serie in esame
& convergente se e solo se 3 < a < 5.

(*) Determinare (se esistono) i valori di « € R per i quali la seguente serie & convergente:

Si ha, per le gerarchie di infiniti,

8n
1 (é—l) (I14+0(1)) sexz>2oppurex < —2
per n — +oo.

T \8n
ne o+ (141) n(l+o(l)  se —2<w<2

Per confronto (con la serie geometrica o con la serie armonica generalizzata), la serie converge
seesolosex >1o0x < —2.




(*) Al variare del parametro o € R, determinare il comportamento (convergente, divergente
o irregolare) della seguente serie:

i n2a+8
n’ + ela=1)n *
n=1

Si tratta di una serie a termini positivi. Se o > 1, si ha
n2a+8 n2a+8

n’ + ela=1)n ~ ela=1)n per n — +00.

S . oo pats . . .
Poiché la serie )~ —G—mw ¢ convergente per ogni o > 1 (ad esempio per il criterio della
radice), anche la serie in esame & convergente per a > 1.

Se a <1, si ha

n2a+8 n2a+8 1 +
~ = er n — +o0.
n? + ela—D)n 7 n—1-2a P
Poiché la serie Y~ | n_%% & convergente se e solo se —1 — 2a > 1, ovvero a < —1,

concludiamo che:
convergente per o € (—oo, —1) U (1, 00)

la serie i } N -
a Serie 1 esame e { d1vergente a 400 per o € [_17 1}

(*) (a) Al variare del parametro « € (0,00), determinare (nei casi in cui esiste) il seguente

limite:
2

. 1 "
lim | —— ;
n—+oo \ 1 — ST

(b) al variare del parametro « € (0,00), determinare il comportamento (convergente, diver-
gente o irregolare) della seguente serie:

S ()

2n

1 " 1\ "
(=) - (=)
2n«

_ e—nz Iog(l—zn%)

5% % (1+0(1))

= e per n — o0.
Quindi
1 n> +oo a€(0,2)
liIE (1> ={ e/2 a=2

2ne 1 a € (2,00).
(b) La serie diverge per ogni a € (0,00) poiché, per (a), la condizione necessaria non &

soddisfatta.

(*) Al variare di a € (—o0, 00), studiare il carattere della serie

o0

1
Zn%+|2—a|”'

n=1
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Si tratta di una serie a termini positivi, quindi o converge o diverge a +o0o. La condizione
necessaria ¢ sempre verificata:

lim n% +]2—a|" =400 <= a>0oppure |2 —a| >1 <= acR.

Se |2 —a] > 1, ovvero o € (—00,1) U (3,00), si ha

1 1
nT +2—af*  2-a|*(1+0(1))’

e la serie converge per il criterio del confronto asintotico. Se invece « € [1,3], si ha

1 1

n? +2—a"  n3(1+o(1))

e ancora per confronto asintotico la serie converge se a € (2,3]. Pertanto la serie converge
per a € (—o00,1) U (2,00) e diverge a +oo altrimenti.

(*) Determinare (se esistono) i valori di & € R per i quali la seguente serie ¢ convergente:
n37oz

Zsméi_a)~

n=1

Risposta: a < 3.

05/06
(*) (a) Determinare, se esiste, il limite (03/06)

) T
lim x (= — arctanz ) ;
Tr— 00

(b) studiare la convergenza semplice e assoluta della serie
= T — arctan(n?
Z(_l)n<2 - 1 ( ))
n=2 +logn

Risposta: (a) 1; (b) assolutamente convergente.




4. LIMITI DI FUNZIONI

08/09
(*) Determinare il seguente limite: (08/09
lim (1 +sin(8z)) *
Jim (14 sin(se)
Risposta: e~40,
08/09
(*) Determinare il seguente limite: (08/09
! 1 1
im —
z—0t \/675” —1 \/ex -1
Risposta: —oc.
(08/09)

(*) Calcolare (purché esista) il seguente limite:

: r—4 _ _
$li>r£1+ [log(4e z) — log(4x — 16)]

Ponendo y = x — 4 e ricordando che e¥ =1+ y + o(y) per y — 0, si ottiene

lim [log(4e”3*4 —x) —log(4x — 16)] = lim_[log(4e¥ —y — 4) — log(4y)]
r—4+ y—0t
L 3y +o(y)
= o (4y

3
= log(-]).
()
(*) Determinare (se esiste)

lim (10g (311/x> - %log <<x ¥ ;) (1- 2x))> .

_% log (3 (x 4 ;) (1— 2:5))

1
- log(1 4 = — 62?)

o}
o
7 N\

w
I
B)
N~~~
SN
5}
o
7 N
7 N
8
_l’_
W=
~_
—
|
)
8
S~—
'
Il

1
—E(a: — 622 + o(x — 62%))

1
—E(x—ko(x)) per z — 0.

Percio il limite vale —1.

(*) Determinare (se esiste)

lim (ac4 + 322 — z(2? — 1)V/22 + 9)

r——+00



2t 4+ 3207 —x(z? —D)Va2+9 = 2+ 322 — 23 (2? —1)\/1+9/a22
1
= :c4+31'2(x4x2)<1+29m2+0<x2>)

1
= 75:132 +o(z?) per z — 400,

percio il limite vale —oo.

. . L (08/09)
Per ogni a € (0,+00) determinare (purché esista)

Jlim_(eos (n7))"

Risposta: 0 se o € (0,1/2), e /2 se a = 1/2, 1 se o € (1/2, +00).

(*) In ciascuna delle seguenti situazioni, dire se & possibile determinare il limite e in tal caso
calcolarlo:

0 J@ =)

, dove f(z) = o(z?) e g(x) = o(z?) per z — 0T

z—0+ at
(i) lirf w, dove f(z) = o(z?) e g(z) = o(z?) per x — +o0;
f@) 1 g
(#41) li%1+ c . bm(g(x))’ dove f(z) = o(z) e g(z) = o(z) per x — 0.
2 4 2 2
(1) lim ofx’) 40(:6 ) = lim 2 = Ol; - — forma indeterminata ;
z—0t x z—0t T z—0t T
_ o(a?) —o(a?) o(z!) _
(“) wErJPoo x4 N zEJroo zt
f@) 1 _gj —
G SO LS (@) gD o) | ole)
z—0t T z—0+ x z—0t T

(*) Determinare (se esiste) 'ordine di infinitesimo per z — 07 della funzione

=
5

S~—
\

sinzlog(l 4+ z) — xlog(2 + x)
(z + o(z))(x + o(z)) — z(log 2 + o(1))
—zlog2+ o(z) perz — 0F.

Percio 'ordine di infinitesimo esiste e vale 1.




(*) Sia
fl@)y=1-(1- x4)1/m.
(a) Determinare, se esiste,

lim f(z);

z—0t
(b) determinare, se esiste, Iordine di infinito o di infinitesimo di f(x) per z — 0%.

(1= 2h)/7 = edlos(1=2") _ =2*(4o(1)  per 5, OF,
Percio lim, g+ f(z) =0e
fla) =1—e 052 = 33(1 1+ 0(1)) per z— 0%,

quindi l'ordine di infinitesimo ¢ 3.

(*) Determinare il dominio naturale e gli eventuali asintoti della seguente funzione:

log(2z — 3)

He) =\ Tog(le ) -1

domf = (3/2,2] U (3 + e, +00). Asintoti verticali: = 3/2, x = 3 + e. Asintoto orizzontale:
y =1 per x — +o00.

5. FUNZIONI (DIS)CONTINUE DA R IN R

(*) Sia f : R — R definita da
f(z) = 2 + arctg(223), = €R.

(a) Dimostrare che f ¢ invertibile in R;
(b) determinare il dominio della funzione inversa f~!;
(¢) determinare (se esiste) (f~1)/(2) (si osservi che f(0) = 2).

Per (a), basta osservare che
2

x
426 +1
quindi f e strettamente crescente e percio invertibile.

Per (b), ricordando che domf~! =imf, basta determinare imf. Poiché f & continua e
monotona, e

f(z) =2e" + >0V axeR;

si conclude che domf~* =imf = (=%, +o0).
Per (c¢), basta applicare il teorema di derivazione della funzione inversa:

1y _ 1 _ 1 _1
)@= Fre) T o) - 2

(08/09)



(*) Determinare il valore del parametro a € (0,+00) per il quale la funzione f : R — R

definita da
(x—a)? sex<l1
flx) =
r+ 15 sex >1
e continua in x = 1; per tale valore di a, determinare sup f e i%f f-
R

Risposta: a = 5; supg f = 400, infg f = 16.

6. CALCOLO DIFFERENZIALE PER FUNZIONI DA R IN R

(*) Determinare il dominio naturale, gli eventuali asintoti e gli eventuali punti critici della
funzione

f(z) =log (elz‘ - 2) — 3|z|.

domf = (—o0,—1log2) U (log2,+00); x = —log2 e x = log?2 asintoti verticali, y = —2x
asintoto obliquo per z — +o00, y = 2z asintoto obliquo per x — —oo; i punti critici sono
z = —log3 ez =1log3.

(*) Determinare il valore della funzione f(z) = €3°°*(%) nei suoi punti di flesso.
Poiché f € C?(R), i punti di flesso sono tutti e soli le soluzioni di f”(x) = 0. Si ha
f(z) = 3320 (_6sin(22)), f(x) = €3°°%?*) (36 5in?(2z) — 12 cos(2z)) = 0.
Percio
f'(x) =0 <= 3sin*(2z) = cos(2z)
<= 3 —3cos?(2x) = cos(2x)

V3T -1

< cos(2z) = e

. <. C e . .. . . .. . VB7-1
(Paltra soluzione & inammissibile). Quindi il valore della funzione nei punti di flesso e e~ 2

(*) Quanti sono i valori distinti di € [—1,+00) in cui la funzione
flz)=(z+1)(z+2)log(xz +2) —4(z + 1)
si annulla?

Sia x € I = [—1,400). Si ha
flx) = (@ +1g(x), g(x):=(z+2)log(z+2) -4
Quindi f(z) =0 se e solo se z = —1 oppure g(z) =0 . Si ha
g(z)=log(z+2)+150 < 2= -2+1/e.

In particolare g & strettamente crescente in I e g(—1) = —4. Percio esiste un unico z €
(—1,400) tale che g(x) =0, e gli zeri di f in I sono complessivamente 2.



. . o . ) (08/09)
(*) Determinare l’estremo superiore e 'estremo inferiore della funzione f : R — R definita

E possibile procedere in (almeno) due modi.
1) La funzione f & derivabile per ogni « € R, e si ha
2e27 (1 — 2z)?
fray = 202
(14 422?)

Pertanto f e crescente in R. Quindi

>0 perogni ze€R.

sup f = hrf f(z) =400, inff= lim fl@)=0.

2) In alternativa allo studio della monotonia di f, si puo osservare che f(z) > 0 per ogni
z € R; quindi Im(f) C (0, +00), ovvero inf f € [0,00) e sup f € (0,00]. Poiché f(z) — +oo
per x — +oo e f(x) — 0 per & — —o0, si conclude che sup f = 400 e inf f = 0.

. . . . . . (08/09)
(*) Determinare lestremo superiore e I'estremo inferiore della funzione f : R — R definita

(@) —2—-3¢ "% se x>0
xTr) =
-3 — 2e”* se x <0.

Risposta: inf f = =5, sup f = —2.

(*) Determinare (se esistono) i punti di massimo locale e i punti di minimo locale della
seguente funzione:

z—3
Si ha
B osewrz3 A e >3
flx)=9 5, e quindi  f'(z) = 2 b1
s sew <3 NCEESVER se x < 3.

Dallo studio del segno della derivata si evince che f & crescente in (—o00,3 — 4/10) e in
(3,3 + +/10) e decrescente altrimenti. Percid 3 4+ 1/10 sono punti di massimo locale e x =3
¢ punto di minimo locale.

(*) Data la funzione

1
-
2

determinarne i punti di massimo e minimo relativo e assoluto nell’intervallo [—1, 2].

flz) = |a® —4| -

)




Si ha

x3—4—1:—% T
1
2

[V/4, 00)
fl@)=< 4—a3—a—3 5

S
T e [_17\:71)
c 1

(_007 _5)'

4—m3+a:+% T
Poiché
322 -1 x € (V4,00)
flx)y=¢ —322-1 =z¢€ (—%,f/zl
—322+1 z€(—00,—13),
si ottiene

f crescente in (—%, -3)U (/4,2)

f decrescente in (—1, f%) U (*%7 V4).

Quindi = —1, x = —1/2 e = 2 sono punti di massimo locale, e x = —1/v/3 e x = —V/4
sono punti di minimo locale. Per determinare gli estremi assoluti confrontiamo i valori:
poiché

9 1 1 1 5
“D==-=44+->f(—=)=44+-> f(2)=4— -,
1) =5 =445 > f(—5) =4+ 3> f(2) =4 ¢
x = —1 & punto di massimo assoluto; analogamente, si ottiene che z = /4 & punto di minimo
assoluto.
. . .o . . Coe . (08/09)
(*) Determinare i punti di massimo locale e i punti di minimo locale della funzione f :
E, ?ﬂf] — R definita da
f(z) =10sin(z) — 1 cos(2z), =z € [Z,3F].
Si ha
f'(x) = 10 cos(x) + sin(2zx) = 2 cos(z)(sin(z) + 5),
quindi
> < .
() <0 = ng per z € [T, 3T] .
Percio z = T ez = ?ﬂf sono punti di minimo locale, x = 5 ¢ punto di massimo locale.
(08/09)

(*) Determinare, purché esistano, i punti di massimo locale e i punti di minimo locale della
funzione f : (0, +00) — R definita da

f(z) = 3z + 2%)(1 — log(8x)) — %:ﬂ , ¢ €(0,400).

Risposta: = = 8 punto di massimo locale.

(*) Sia f : domf — R la funzione definita da
f(LL') — 2arctan(aﬁ)—% :

determinarne il dominio naturale, ’estremo superiore, ’estremo inferiore, gli eventuali punti
di massimo locale e gli eventuali punti di minimo locale.



domf =R. Si ha
lim f(z) = Foo,

r—+o0

quindi sup f = 400 e inf f = —0c0. Si ha

. 1 1
’ _ 2arctan(m)—§ — Z)loe?2
() 1122 2)%%%

quindi
fl(x)>0 se xe(-1,1), f(x)=0se z==x1, f'(x)<0 altrimenti;

percio f ha un punto di massimo locale in x = 1 e un punto di minimo locale in z = —1.

(*) Determinare A € R in modo tale che la funzione f : domf — R definita da

fa) (x4 1)* se —2<z< -1
) =
Aarctg(z+3)—1 sex< -2
risulti continua nel suo dominio; per tale valore di A, determinare l’estremo superiore,

I’estremo inferiore e gli eventuali punti di massimo e minimo locale e assoluto di f nel suo
dominio.

domf = (—o0,—1], ed f € C((—0o,—1]\ {—2}) per le proprieta elementari delle funzioni
continue. Si ha f € C((—o0, —3]) se e solo se
2 =1= lim fl@)=A% -1 s a=23.
z—(—2)~ 4 ™

In tal caso, si ha

dz+1)P —2<z<-1
/ o — 2
re={ ST

7 (x43)2+1
quindi:
f crescente in (—oo, —2) e in (—1,—1),
f decrescente in (—2,—1).
Pertanto x = —2 € un punto di massimo locale, z = —1 € un punto di minimo locale, e z = 0
¢ un punto di massimo locale. Poiché f(—2) =1 > f(—3) = 15, = —2 & in effetti un punto

di massimo globale e sup f = 1. Poiché lim,_,_ f(z) = =5 < f(=1) =0, inf f = —5.

05/06
(*) (a) Studiare la funzione (03/06)

1) = o8 (==

e tracciarne un grafico qualitativo nell’ipotesi che il numero di flessi sia minimo.

(b) Utilizzando (a), tracciare senza ulteriori calcoli un grafico qualitativo della funzione

domf = (1,400), f(z) = 0 se e solo se & = 3/2, f(x) — +oo0 per x — 17, f strettamente
decrescente in (1,2], f(z) = —log2 per ogni x € [2, +00).



,,,,,,,

(*) (a) Studiare la funzione (03/06)

f(z) = 2sin*x — 3sinz + 1
e tracciarne un grafico qualitativo nell’ipotesi che il numero di flessi sia minimo.
(b) Utilizzando (a), tracciare un grafico qualitativo della funzione
9(@) = [f(2)];
jus
2

dire se la funzione g(z) & derivabile nei punti z = o

el':?.

7. APPLICAZIONI DEI TEOREMI DI DE L’HOPITAL E DI PEANO

05/06
(*) Determinare (se esiste) il seguente limite: (©3/00)
i e(cos(;vz)—l) -1

om0t (z —sin(x))?

pleos(@®)=1) _ 1 _ g=hat(14o(D)) _q _ 7%;1;4(1 +o(1)).

Inoltre 1
x —sinz = 6333(1 +0(1))

da cui
(2 — sin(z))? = 37163:60 +o(1)).

Pertanto il limite vale —oo.

05/06
(*) Determinare (se esiste) il seguente limite: (05/09)

lim [;2 <log(1 —x)+ %(log(l +2))2 +z— ;:&ﬂ .

z—0



Si ha

1
log(l—z) = —z-— 5:102 + o(z?),
(log(l+2)* = (z+0(@)? = *+o(?).
Pertanto
. 1 1 2 1 2 . —$2/2 1
i% [xQ (log(l —x)+ 5(1og(1 +2) +a— 7% )} = }CIL% 3=y
(*) Determinare (se esiste) il seguente limite:
I 2log(x) + sin(2 — 2x) - cos(v/3x — 3)
im .
1+ (x —1)2

Ponendo y = z — 1 — 01 per x — 17T, si ottiene

. 2log(x) +sin(2 — 2x) - cos(v/3x — 3)

lim
z—1t (l‘ — 1)2

— m 2log(1 +y) + sin(—2y) - cos(y/3y)

oot y?

C o 20— 3y oy?) = 20y +o(y?)(L — Sy + oy))

yHO‘F y2
= 2
. PR . .. . .. o (08/09)
(*) Determinare, purché esista, l'ordine di infinito o di infinitesimo per x — +oo della
funzione f : (0, 4+00) — R definita da
1
=1-Yzlog(1+—] .
o) =1 o og (14 - )
Poiché log(1 +y) = y — y*/2 + o(y?) per y — 0 e 1/Jx — 0 per x — 400, mediante la
sostituzione y = 1/ &z si ottiene
2—2/3 1\ Y3
flz)=1—2'/3 (x_1/3 -5 + o(x_2/3)> = () (I14+0(1)) per z — +oo.
x
Percio la funzione ¢ infinitesima per x — +o0 e il suo ordine di infinitesimo ¢ 1/3.
(08/09)

(*) Determinare (purché esistano) i valori di @ € R per i quali il seguente limite & uguale a
Z€ero:

2% (1 + o(1)) se 8av < 1
22 —sing = x—sin(x):”—;(l—i—o(l)) se 8a =1 per z — 0.

—z(1+0(1)) se 8av > 1.



Percio
23781 +0(1)) se8a<1

=1¢ #(1+0(1)) se 8av =1 per x — 0.
—z%(1+ o(1)) se 8a > 1.
Poiché 3 — 8a > 0 se 8« < 1, si conclude che il limite & zero per ogni a # 1/8.

3

a8 —sin(x)

(*) Determinare (se esiste)

. sin(3z) 1 — cos(3z)
5423 81zt ’

Risposta: —1/24.

(*) Determinare (se esiste) il seguente limite:

i 1 2 2
11m — .
z—0t \ 22 4 23 log(1 — 2x)

Risposta: 4o0.

08/09
(*) Determinare il polinomio di Taylor di ordine 1 di centro zy = 1 della seguente funzione: (08/09)

rooN mxd Srat y LQEE)
f(x)—cos(?))—(x—&—?)) 3 bln( 3)

da cui

Pertanto L1
Tilf, wol(z) = 2+ <2 - ¢§> (-1 .

(*) Determinare il polinomio di Taylor di ordine 2 centrato in x = m/4 della seguente
funzione:

f(.’E) — etanasfl .

fl(z) = etan‘”*#, #(z) = etane—l < 1 + QSinx> .

cos? x costx = cosdx
Percio f(mw/4) =1, f'(n/4) =2, f"(7w/4) = 8, e quindi
To(z) =1+ 2(x — w/4) + 4(x — 7 /4)%

(08/09)



Determinare il polinomio di Taylor di ordine 2 con centro in = 0 della funzione

f(z) =log(l+z —z?) .

(*) Sia .
f(x) — ¢Sine _ 1 :
(a) utilizzando il teorema di de I'Hopital, calcolare il limite

. 7o eSMTeosr—1 7 . e (cos? ¢ — sinx

1 ” 1 sin x 1 ” 1 sin 2 1
im —— = lim —— = lim = —.
20+ 2 —0+ 2z 20+ 2 2

(b) Dal calcolo precedente segue che Ty(z) = x + +2? e che f”(z) = e*"*(cos® z — sinz).
Poiché .

" () = e *(cos® x — 3sinx cosz — cos x),
si conclude che f”(0) = 0 e quindi T3(z) = To(z) + £ f(0)2® = z + 122

(*) Determinare, purché esistano, i valori del parametro « € R per i quali la serie
(%) 1 . 1 k
> ST A
k=1

& convergente.

Si ha
eCL+1)k _ 676M%0+%y:67607ﬁu+4m):6(1767ﬁu+qn0
k
= e Gplro)+o(F+oM))) = 5+ o1) per bt
2k k 2k
Percio

k
1 1 e
Fart ( (1) ) = grems(1+0(1) per k— foc,

e quindi la serie € convergente se e solo se a > —1.

(*) Determinare i valori del parametro o € R per i quali la seguente serie & convergente:

i sin(n®) — n®
nbe+1
n=1

a>1/4ea<—1/3.

(08/09)



8. CALCOLO INTEGRALE PER FUNZIONI DA R IN R

05/06
(*) Calcolare (03/06)
2/c0s(log(m2)) dzx.
Per sostituzione, ponendo = = e¥/2 (quindi y = log(z?)), si ottiene
2/cos(log(x2)) dx = /ey/2 cosy dy
che si integra per parti:
1
/ey/2 cosydy = e¥?sinydy— é/ey/QSinydy
y/2 g L v 1 y/2
= e “siny + 56 cosy — 1 eY’“ cosy dy.
Pertanto 9
/ey/2 cosydy = 369/2(2siny +cosy) + C,
ovvero )
/cos(log(xQ)) dx = gx(Z sin(log(z?)) + cos(log(x?))) + C.
(*) Calcolare
/ (2° sin(42®) — €**) du.
Ponendo y = 2z,
1 1
2x _ Y — _pY — _p2%
/e dx 2/edy 26+C 5¢ +C
Ponendo y = 23,
s 1 [ 1 1
x°sin(4x”)dx = 3 ysin(4y)dy = TL cos(4y) + 'l cos(4y)dy
1
= @(sin(4y) —4ycos(4y)) + C
1
= @(sin(4x3) — 423 cos(4x3)) + C.
Percio ) )
/ (2° sin(42®) — €**) dz = @(sin(4x3) — 423 cos(4x%)) — 562'"’3 +C.
. s . (08/09)
(*) Determinare le primitive della seguente funzione:
6330
f(@) = e e



08/09
(*) Determinare le primitive della seguente funzione: (05/09)

/t (74 4t%)%/2 dt.

Risposta: 5 (7 4 4t2)%/2 + C.

(*) Calcolare

Si ha, ponendo t = 2z,

3m/4 1 1 [37/2 1
—Z <in(2 de = = ——, sin(t) p dt
/77/2 max{ 5 sin( CC)} x 2/7r max{ 5 sm()}
1 Tw/6 1 3m/2
= f/ sin(t)dt — 7/ dt
2 T 4 /6
_ov3_ 11
42 12

(*) Calcolare

La funzione integranda & pari. Percid, ponendo ¢ = /z, si ottiene
4 4
/ log (1—|— \/\x|) de = 2/ log (1+ /) dx
—4 0

2
= 4/ tlog(1+1t) dt
0

2 2 2 t2
= 2t°log(l1+1t)|, —2

2
1
= 8log3 -2 t—1+—— ) dt
g /0( +1+t>

= 6log3.

dt

(*) Calcolare

/2 L 1
dx = = dt = logt|t, = = = log3.
/ . x /1 ogtli, 3 5 log




(*) Sia
_J 4z +1 perz>0
f(x)_{l per z < 0.

(a) Calcolare F(z) = / f(s)ds;
~1
(b) la funzione F' & una primitiva della funzione f7

ffl—lds =1—-z se <0
F(.’I): fo 1d x _ 2
S, —lds+ [f(4s+1)ds =222+ -1 se z>0.

(b) no, poiché F(z) non ¢ derivabile in 2 = 0.

(*) Determinare (se esistono) i punti di massimo locale e i punti di minimo locale della
seguente funzione nell’intervallo I:

Per z € [0,3] si haz3 >0 e
sin (gz) >0 < z€(0,2).

Percio, ricordando che f & pari, si ottiene che f & crescente in [—3, —2] e in [0, 2] e decrescente
in [-2,0] e in [2,3]. Percido x = £3 e = 0 sono punti di minimo locale, e z = +2 sono
punti di massimo locale.

(*) Sia f : R — R definita da

flx) = /Ow sin(t? — t) dt .

Determinare (se esiste)

Sono verificate le ipotesi del Teorema di de 'Hopital: percio

. 2 _
lim f(z) L lim sin(z 7) = —}.
z—0 T z—0 2z 2

(08/09)
(*) (a) Determinare (purché esista) I'ordine di infinitesimo per 2 — 07 della funzione f :

R — R definita da

1 x
flx)=—x— fgc6—|—/ e’ dt ;
6 0



(b) calcolare (purché esista)

(a) Applicando, nell’ordine, il Teorema di de 'Hopital e il Teorema di Peano, si ottiene

5
. f@) 2 —l—ab et
lim —* = lim —_—

z—0t+ ¢ r—0+ ar®—
) %xlo_i_o(xlO)
= lim —

z—07+ ar—

= — se a=11.

22

Percio 'ordine di infinitesimo esiste ed e 11.

(b) Si puo ad esempio procedere osservando che

1 1 1
e = (11
210 220 T T 10 (1 1= )

1 [z
= W <2 + 0($21)) per ¥ — 0t.

Percio, utilizzando anche il punto (a), si conclude che

:l)ll
lim /() = lim 7§(1 +o1)) = —.
z—0t 1 1 z—0t 5‘2:(1 + 0(1)) 11
U e

P e (08/09)
(*) Calcolare, purché esista, il limite
1 x
lim — / e’ dt
z—0t I 7
Il limite non e una forma indeterminata in quanto
T 0
: t2 t2
lim e dt:/e dt =C
z—0t+ Jr 7
e C' < 0 poiché la funzione integranda & sempre positiva in (0,7). Percio il limite esiste e
vale —oo.
Si noti che, proprio perché la forma non ¢ indeterminata, il Teorema di de I’Hopital non e
applicabile (la sua applicazione condurrebbe alla conclusione errata che il limite valga —1).
(08/09)

(*) Calcolare

+oo
/ e~ % cos® x dx.

0



Per parti, utilizzando Iidentita sin® z = 1 — cos? z:

/e_”” coszdr = —e Tcosix—2 / e Ycoszsinx dx
_ —x 2 : —x 2 in2
= —e *(cos®x —2sinxcosz) —2 [ e”¥(cos® xz —sin” ) dx

= —e *(cos’x — 2sinxcosz) — 4/6_”” cos?z dx —2e".

Quindi
1
/e_”” cos’ z dx = —ge_:”(Q + cos® x — 2sina cosx) + C,

ovvero

oo ) 3 1 ) 3
/ e Pcoszdr=—-— lim —e ¥(2+cos®z—2sinzcosx) = —.
0 5 a—+o0d 5

(*) Data la funzione

(a) determinare il dominio naturale di f;

(b) determinare 'equazione della retta tangente ad f nel punto (2, f(2));

(c) determinare i valori del parametro o € (0,00) per i quali la funzione (f(z))~
grabile in senso improprio in (3/2,2).

32 & inte-

1 3 x 2> —x—6
( —>>0<:>Q(m_l)>0<:>xe(—oo,—2)u(1,3),
percio domf = (—oo, —2) U (1, 3).

(b) Siha f(2)=0¢e

Play= EEE

3 z

z—1 2
da cui f'(2) = —7/4; percio la retta tangente ha equazione y = —7/4(x — 2).
(c¢) La funzione & continua in [3/2,2), quindi dobbiamo considerare solo il comportamento
di f per x — 27: per (b),
7
f(z) = —Z(x —2)(14+0(1)) peraxz—27.
Percio

1 (4)3“ 1 -
——~ | = —————— per Tz —27,
(f(z))Pe \7) (2—x)
e dal criterio del confronto segue che (f(x))~3® ¢ integrabile in senso improprio in [3/2,2)
se e solo se av < 1/3.

05/06
(*) Determinare i valori di a € R per i quali il seguente integrale improprio & convergente: (05/06)

arctan(z)



La funzione ¢ continua in [1, 400), quindi dobbiamo solo considerarne il comportamento per
r — +o00, dove

us
=17 a<0
arctan(z) 2al/2 A s
1oA72 = per x 00.

JE(l+ae)

Quindi, per il criterio del confronto asintotico, I'integrale & convergente se e solo se a+1/2 >
1, ovvero v € (1/2,+00).

s
Spati/z a>0

08/09
(*) Determinare (purché esistano) i valori di & € (0,+00) per i quali il seguente integrale (0%/09

improprio converge:

La funzione integranda & continua in (1, 2]. Poiché o > 0, si ha
2 —1=01+@x-1))*-1=alz—1)(1+0(1)) per z—1
e quindi
(CC _ 1)504
(xa _ 1)3/2
Percié, per il criterio del confronto asintotico, 'integrale improprio converge se e solo se
S5a— 3/2 > —1, ovvero se e solo se o > 1/10.

= (z—1)°732(1 4 0(1)) per z— 17 .

08/09
(*) Determinare (purché esistano) i valori di @ € R per i quali il seguente integrale improprio (08/09)

converge:
0 6(3(1—5)37
7a dl‘ .
1 l’

9. CALCOLO DIFFERENZIALE PER FUNZIONI DA R? IN R

05/06
(*) Dire se esiste una funzione f : D C R — R che soddisfa le tre seguenti proprieta: (05/06)

- feCiD);
f(z) > 0 per ogni x € D;
- f non & monotona in D

(in caso affermativo fornire un esempio, in caso negativo motivare la risposta).

Risposta: Si. La funzione f(x) = —1/x verifica le proprieta richieste.

(*) Sia f : domf C R? — R definita da
f(a,y) =z —log(ay?) ;

determinare I’equazione del piano tangente al grafico di f nel punto (1,1, f(1,1)).



Siha f(1,1)=1e

fw(x’y)zl_%’ fy(x’y):_g V(l‘,y)EdOHlf

da cui f;(1,1) =0e f,(1,1) = —2. Percio il piano tangente ha equazione

z=1-2(y—1)=3-2y.

(*) Determinare (se esistono) i punti critici della seguente funzione:

fla,y) = e " (4y — Ta).

Si ha:
foloy) = ' (Tz—dy—T)
fulz,y) = 2V 77 (4y? — Tay + 2).
Percio
_ Te—4y =17 Tx — 4y =
Vf(r,y) =0 < { Yy —Tz) = —2 = { Ty =2

da cui segue che 'unico punto critico & (57/49,2/7).

(*) Determinare i punti stazionari della funzione f : R? — R definita da

1
flzy) =y* — 2%y — 5963.

Risposta: (0,0) e (—1,1/2).

(*) Siano w = (2,—1), v =w/||w| e f : R? — R definita da
f(z,y) = zy?® — arctan(zy) .

Calcolare %(1, —-2).

Sihav=(2-1)/V5e
_ 2 Yy z
Vf(fvy)* <y *m , 2$9HW)
Percio

08 (1 ) oty L e
67‘/(17_2)_<vf(1a 2)7 > \/5<(4+2/57 4 1/5)7(27 ]-)>

—_
o) w

*) Sia v = (1,1)/v/2 e sia f : R? — R definita da
(

f(z,y) =log (2 + sin (asz)) -t

1492

Calcolare %(ﬁ, —-1).

(08/09)

(08/09)



. .37+l
Risposta: N

(*) Fornire 'esempio di una funzione f : R? — R che nel punto (0,0) non & continua ma
¢ derivabile nel punto (0,0) lungo la direzione v = %(1, —2); verificare che la f prescelta
soddisfa tali proprieta .

La funzione
f(z) =

non ¢ continua in z = 0 in quanto

1 sex>0ey=0
0 altrimenti

lim =1%#0= f(0,0),
(z,9)—(0,0)
z>0,y=0
ma ¢ derivabile nella direzione v in quanto
L 1/V/E,~2t/V/B) — £(0,0)
t

t—0

=1lim0=0.
t—0

(*) Determinare, se esistono, i punti di massimo e di minimo assoluto della funzione

flay)=a*(z+y)—y* — 4y
nell’insieme
D={(z,y) €R?*: 2>0, y>0, z+y <1}

Si determinano anzitutto i punti stazionari:

z(3z+2y) =0 2y = -3z
{—2y+x2—4:0 — {y:—2 Opp“re{ —2y 4% —4=0.

Sommando e due equazioni del secondo sistema e risolvendo 1’equazione risultante, si ottiene
che i punti stazionari sono (0,—2), (1,—3/2) e (—4,6).

Nessuno dei tre punti ¢ interno a D; percid i punti di massimo e minimo assoluto (che
esistono per il teorema di Weierstrass) si trovano sulla frontiera di D. Su x = 0 si ha
f(0,y) = —y?® — 4y che & decrescente per y € [0,1]; su y = 0 si ha f(z,0) = 23 che &
crescente per # € [0,1]; sux +y = 1si ha f(1 —y,y) = (1 —y)? —y*> —4y =1 — 6y che &
decrescente per y € [0,1]. Combinando queste informazioni si conclude che (1,0) & punto di
massimo assoluto e (0,1) & punto di minimo assoluto.

(*) Sia f : R? — R definita da

1 1
fla,y) = §w3 + gy?’ + 2%y — 4y ;

determinare (se esistono) i punti di massimo locale e i punti di minimo locale di f in R2.

Risposta: (0,2) punto di minimo locale, (0,—2) punto di massimo locale ((4,—2)/v/5 e
(—4,2)/+/5 punti di sella).

(05,/06)

(05/06)



(*) Determinare gli eventuali punti di massimo locale, di minimo locale e di sella della
funzione f : R? — R definita da

f(z,y)

z(z —y)e @Y

Risposta: (0,0) punto di sella, (1/2,3/2) punto di minimo locale.

10. INTEGRALI DOPPI

(*) Determinare ’area del seguente insieme:

D= {(z,y) €R?: 5lz| —2<y <3}

Un grafico qualitativo elementare mostra che D ¢ un triangolo di vertici (0,-2), (1,3),
(—1,3). Quindi l'area & 5.

(*) Determinare 1’area del seguente insieme: (05/09)
D={(z,y) €R?*: —1<y<2, 1-x<y<6—az}.
Risposta: 15.
(*) Calcolare
// 122 +y| dedy, D= {(z,y) €R*: >0, y>0, z+2y <1}
D
Si ha 2z +y > 0 in D. Percio
1/2 pl-2y
// |22 + yldxdy = / / (2 + y)dz dy
D 0 0
1/2
= / (1—29)* +y—24%) dy
0
_ 5
24
(05/06)

(*) Calcolare



Si ha

// |z — y| dxdy
D

/1 j(ff—y)dydx _ /01 [_;(‘C—W]yiw .

0 Jx y=x2
1! - 1[1 w=1
I _ de = = 3 4 5
2/0(33 x%)* dx 513 23:—|—5x »
1
60

(*) Calcolare

/ / ydxdy,
D

Siha |y —1| <2seesolose —1 <y <3. Quindi D si riscrive come dominio semplice come

segue:

Percio

D:{(x,y)€R2: ly—1 <z <2, y§2}.

D= {(Ly) eR?: ye[-1,2], |y —1] §x§2}.

2 2
//ydxdy = / / y dx dy
D —1J]y—1|
2

- [1y<2—|y—1|>dy
1 2
- [1y<1+y>dy+/ly(3—y>dy

_ 12 13 o= 32 13
- (2y+3y> e

—
= 17/6.

y=2

y=1

(*) Calcolare

hx <2x+3 <— =<1,

D={(z,y) eR*: z€0,1], 5z <y <2z +3} .

Pertanto

1 p2z+3
//md:lcdy = // z dy dz
D 0o Jsz
1

= / 3z(l—z) dz
0
= 1/2.

(08,/09)



(*) Calcolare l'area del seguente insieme:
A={(z,y) eR?: |2* — 1| <y <5—2?}.

A & simmetrico rispetto all’asse = 0; inoltre

22—-1>0
2 —-1<5— g2

2-1<0

2
}@].SZE §3a {I—ZL'ZSE)—Q?Q

} — 22 <1,
quindi

A={(z,y) eR?: 2w € [-V3,V3], |27 — 1| <5 2%}
(lo studente verifichi per via grafica) e

V3 p5—x? 1 p5—a? V3 p5—a?

2/ / dydx = 2/ / dydx+2/ / dydx
0 |2 —1| 0 1—x2 1 x2—1
1

V3 , 4
= 2/0 4dx—|—2/1 (6 — 2z )dx:8+12(\/§—1)—§(3\/§—1)

A

8
= §(3¢§— 1).

05/06
(*) Calcolare larea della seguente regione piana: (05/06)

D ={(z,y) € R? : [y| < V(1 - Va)} .

Risposta: 3/10.

(*) Calcolare

/ |z + y| dady,

D
dove
D:{(J;,y)ERQ: <0, y>0, 1§x2+y2§4}.

Passando in coordinate polari, si ha
D ={(rcosf,rsinf) € R*: 1 <r <2,

Percio

™ 2
/ |z +y| dedy = / /r2|cos0+sin0| drdf
7/2J1
D
L.
/2 3
7 3 /4 7 [
= f/ (sin@—l—cos@)d@—f/ (sin @ 4 cos 0)do

3 /2 3mw/4
7

2

| cos @ + sin 6| df
1




(*) Sia
D={(z,y) €ER*:2>0, y>0, 22 +y*><1};
calcolare

Risposta: 57/64.

11. EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

(*) Determinare I'integrale generale della seguente equazione differenziale ordinaria:

2 (t) + 2z(t) = e 'log(3e’ +2) .

Si tratta di una EDO lineare del primo ordine. L’equazione omogenea associata ha integrale
generale 2,(t) = Ce™2'. Cerchiamo una soluzione particolare della forma z,(t) = C(t)e~?;

sostituendo si ottiene
C'(t)e ™ = e log(3e’ +2) = C'(t) = e'log(3e’ + 2).

Integrando,
Ct) = /e75 log(3e’ +2) dt = /log(3y+2) dy
- 10(3+2)_/ 3yd—lo(3+2)—/1— 2\ g
= yloglvy 3y+2y—ygy 3y +2 Y

2
ylog(3y +2) —y + 3 log(3y + 2)

2
= (ef+ §) log(3e’ +2) — €.
Pertanto l'integrale generale cercato e:

2
2(t) = Ce 2t (e7t + ge_St) log(3e! +2) —e™t, C €R.

05/06
(*) Determinare I'integrale generale dell’equazione differenziale (05/06)

V(0 + 5/ (0) + 5u(6) = sin(t).

(=1 £+ 7). Quindi 'omogenea associata ha

N

Le radici del polinomio caratteristico sono A =
integrale generale
Yo(t) = e V(0 cos(t/2) + Cy sin(t/2)).
Cerchiamo una soluzione particolare con il metodo di somiglianza:
Yp(t) = Acost + Bsint,

da cui sostituendo si ottiene

1 1
(—§A+B)cost+(—§B—A)sint:81nt —= A= —g, B:—%



Pertanto l'integrale generale ¢

Y(t) = e2(Cy cos(t/2) + Ca sin(t/2)) — 2(2 cost + sint).

*) Determinare la soluzione dell’equazione differenziale

y'(t) +8y'(t) +25y(t) =0, teR

(*) (a) Determinare l'integrale generale dell’equazione differenziale
Y (8) — 20/ (8) + 2y(t) = te' ;
(b) tra le soluzioni ottenute al punto (a) determinare, se esistono, quelle per le quali esiste

lim y(t).

t—+4oo

Si tratta di un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti non omogenea. 11
polinomio caratteristico soddisfa

AN —2X4+2=0 <= A=1+1,

quindi 'omogenea associata ha integrale generale y,(¢) = e!(A cost+ Bsint). Una soluzione
particolare (che si determina con il metodo di somiglianza) & data da y,(t) = te’. Pertanto

(a): y(t) =e'(Acost+ Bsint +t), A, B¢cR.
(b) & verificata da tutte le soluzioni:

e'(Acost + Bsint +t) = te'(1 + o(1)) — +oo0 per t — +oo V A,B€R.

Determinare l'integrale generale della seguente equazione differenziale:

y"(x) + 8y (z) + 25y(x) = cos .

Riposta: y(x) = e *(Cy cos(3z) + Casin(3z)) + (3 cos x + sinx) /80.
(*) Determinare l'integrale generale della seguente equazione differenziale ordinaria:

y///(x) _ 2y’(ac) _ 6_370.

Ponendo 3’ = z, si ottiene un’equazione lineare del secondo ordine non omogenea a coeffici-
enti costanti:

2 — 2z =75, <)
L’integrale generale dell’omogenea associata ¢

zo(x) = AeV? 4 Be~ V27,

(08/09)

(08/09)



Per determinare una soluzione particolare si puo utilizzare il metodo di variazione delle
costanti. In alternativa, una soluzione particolare si ottiene con metodo ad-hoc: posto
z, = Ce™3% si ottiene

2 =2z, =(9C —2C)e " = 7 = C=1/T.
Percio l'integrale generale di (O) &
1
z(z) = zo(z) + zp(x) = AeV?™ 4 Be V2T 4 56731.
Integrando, si ottiene la risposta:

1 _.
y(x) = CreV?* 4 Che V2 4 Oy — —e 37

21

(*) (a) Determinare l'integrale generale dell’equazione differenziale (03/06)

| 1

VeV = eyt
(b) risolvere il problema di Cauchy
L1 1
YT e T P2
y(=1) =1.

(a) Si tratta di un’equazione del primo ordine lineare. Risolvendo 'omogenea per separazione
di variabili, si ottiene y,(t) = 0 oppure

1 1 1
loglyo®) = [ ——dt=- [ ———dt
gl = [ amt=3 | G

= %arctg(%) +C, CeR
Yo(t) = C e%(t//2), C € R.

La soluzione particolare ¢ immediata: y,(t) = 1 (che si puo ovviamente anche ottenere con
il metodo di variazione delle costanti). Pertanto I'integrale generale &

y(t) =1+ C e (t/\/2), C eR.

(b) La soluzione del problema di Cauchy deve verificare 1 = 1 + Ce®°*%8(—1/4/2), da cui
C =0 e quindi y(t) = 1.

ovvero

(*) Determinare la soluzione y(z) del seguente problema di Cauchy, specificandone il dominio

massimale di esistenza:
{ y = Ly? e Y¥sin(z/2)
1
y(O) = log 2



ovvero 1

yl(z) = log(cos(z/2) + C)’

e da y(0) = —@ segue C' = —1/2. Percio

1
yl(z) = log(cos(z/2) — 1/2)’
il cui dominio naturale ¢ D = {z € R: cos(x/2) > 1/2}; percio il dominio massimale di
esistenza della soluzione & (—27/3,27/3).

(*) Risolvere il problema di Cauchy

{ y'(t) = y()3+y(t))
y(0) = -6
specificando il dominio massimale di esistenza della soluzione.

L’integrale generale si determina per separazione di variabili:

it =5 (-7s) =5 ()

da cui
t t
g y(®) =3t+C <— y(®) = Ke¥
y(t)+3 y(t) +3
3Ke3t
<> t = > K R 0 5
wt = KL Ker\ (o)
a cui bisogna aggiungere le soluzioni costanti y(t) = 0 e y(t) = —3. Sostituendola condizione
iniziale si ottiene K = 2, quindi la soluzione ¢
663t
)= —
y( ) 1 _ 2€3t

il cui intervallo massimale di esistenza e (—% log 2, 00).

08/09
(*) Risolvere il seguente problema di Cauchy, determinando anche 'intervallo massimale di (08/09)

esistenza della soluzione:
{ Yy =y?—Ty+12

y(0) = 2.

Risposta: y(x) = (6e* —4)/(2¢* — 1), I = (—log2, +00).

(*) Determinare la soluzione y(z) del seguente problema di Cauchy, specificandone l'intervallo
massimale di esistenza:

y/: y2
r—2

1
1)=—=.
y(1) 3




(*) Risolvere il problema di Cauchy (05/06)

{ y'(t) t+t(y(t))?
y(0) 1

specificando 'intervallo massimale di esistenza della soluzione.

Risposta: y(t) = tan (% + %), tel= (—\/T/Z \/m)




