Esercizi sulla Dinamica dei Corpi Rigidi
A cura del Prof. T.Papa

1. Una palla da biliardo di raggio R ¢ in quiete sul piano del tavolo da giuoco. Ad essa

.....

velocita angolare della palla nell’istante in cui il suo moto diventa di puro rotolamento.
(vo =0,5m/s, R=5cm, I =2mR?/5).

Il piano del tavolo presenta attrito, quindi la velocita decresce secondo la legge:
v =g — pigt. (1)

Dalla seconda equazione cardinale della dinamica si ha

dw do pgR  Sug
mB=Ig @ =1 T g
Integrando:
oy
=y 2
W= (2)

Nell'istante ¢* in cui si ha puro rotolamento:
v(t*) = Rw(t™).
Dunque, combinando le (1) e (2):

_2w
Ty’
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*

w(t®) =7,14rad/s.

2. Una sbarretta omogenea di massa m = 300gm e lunghezza [ & incernierata, senza
attrito, ad un estremo O ed & mantenuta in posizione di equilibrio orizzontale da una
molla ideale, ad asse verticale, di costante elastica k = 10°> N/m, agganciata alla sbarretta
nel punto distante 2//3 dall’estremo O. Si determini il periodo delle piccole oscillazioni
verticali della sbarretta.
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Supponendo che la molla all’equilibrio sia allungata di Ay, per I'uguaglianza dei mo-
menti delle forze rispetto ad O, si ha

I 2
myg—

3
= — A A = — . 1
5 3lk y, = kAy=myg (1)

Impartendo un piccolo spostamento verticale y, il sistema inizia ad oscillare. Dalla seconda
equazione cardinale dei sistemi rigidi si ha:

I 2 dw
mgs — glk(Ay +y) = Ia.

1



Tenuto conto della (1), si ha
2 dw
—lky=1—. 2
glhy=1— (2)
Ma detto 6 Pangolo formato dalla sbarretta con l'orizzontale, per piccoli spostamenti
verticali si puo scrivere y =~ 216/3 ed w = df/dt. Ricordando inoltre che il momento
d’inerzia della sbarretta rispetto all’estremo ¢ I = ml?/3, la (2) diventa,
d’0 4k

——0=0.
dt2+3m 0

27 3m
~=omy [~ 0,09

3. Un sistema articolato & costituito da due masse m; ed ms uguali che possono scorrere
senza attrito su due guide disposte ad angolo retto, una verticale e ’altra orizzontale. Le
due masse sono incernierate ad un’asta di lunghezza [, anch’essa di massa uguale alle altre,
in modo che possano scorrere liberamente sulle guide. Inizialmente il sistema ¢ in quiete
con l'asta inclinata di un angolo 6, rispetto all’orizzontale. Lasciato il sistema libero di
muoversi, determinare la velocita delle due masse quando I'asta raggiunge la posizione
verticale.

Il periodo risulta

Le reazioni vincolari, ortogonali alle guide non compiono lavoro quindi va applicato il
teorema di conservazione dell’energia. La massa ms, scorrendo sulla guida orizzontale ha
energia potenziale costante. Posta uguale a zero ’energia potenziale nella configurazione
verticale e detto 8 'angolo che durante il moto I'asta forma con lorizzontale, I'energia
potenziale del sistema ¢ somma dell’energia potenziale di m; e dell’asta. La prima e

Uy = mgl(1 —sin#),
la seconda,
U, = mg%(l —sin#).

Sommando si ha: 5
U=U,+U, = §mgl(1 —siné).

Durante il moto, ’energia cinetica del sistema e data dalla somma dell’energia cinetica
dell’asta, che ruota attorno al centro istantaneo di rotazione, e dell’energia cinetica delle
masse m; ed ms.

Il centro istantaneo di rotazione @ si trova all'intersezione delle normali alle guide
condotte dagli estremi dell’asta, alla distanza [/2 dal suo baricentro. Dunque ’energia
cinetica dell’asta risulta

1 11 1
T — = 2 _ 22202 = il
o= 5lqw 5 3ml w 6ml w
Le masse m; ed my hanno rispettivamente velocita:

v1 = wlcosb, vy = wlsin b; (1)



quindi energie cinetiche:

1, 1
T = —mv? = —mw

2l2
2 2

cos? §; Ty = —mu3 = ~mw
Per la conservazione dell’energia si ha:
3 . 3 .
T.+Th+ 1>+ §mgl(1 —sinf) = imgl(l —sinfy),

ossia: ) )
gmwzl2 + §mw2l

da cui si ricava:

. . 1 o
2 cos? 6 4 ~mw?l?sin? 0 = gmgl(sinH —sin b)),

W= %%(Sinﬁ — sinfp). (2)
Ma la velocita del baricentro dell’asta ¢
2
ve = wl/2, w= -vc, (3)

l

quindi sostituendo nella (2):

vE = %gl(sin& —sinfy), = wvec= \/19691(sin9 — gin ).

quando 'asta e verticale sinf = 1, si ha

9 .
ve = ”Egl(l — sinfp).

Infine, tenuto conto delle (1) e (3), le velocita delle masse risultano:

v1 =0, vy = 2uc = Zgl(l—sinﬂg).

Va osservato che il sistema oscilla: m; ed asta sulla guida verticale, my su quella orizzzon-
tale. Dalla (2), essendo w = 6, si ha

ézzggsinﬁ—sint%, = ﬁz ggsim9—sin90.
41

Separando le variabili:

db /29w

Vsinf —sinf, V41
Questa equazione e simile a quella delle grandi oscillazioni del pendolo semplice; essa va
integrata col metodo indicato in T. Papa; Lezioni di Fisica, Meccanica, pagina 241.

4. Un’asta omogenea di massa m = 0,5 kg e lunghezza | = 1m reca agli estremi due masse
puntiformi m; = 0,2kg ed my = 0,3kg. L’asta & posta in rotazione con velocitd angolare
wp costante, attorno ad un asse ad essa ortogonale, passante per un punto a distanza z da
my. L’unica sollecitazione alla quale e soggetta ’asta consiste in una coppia frenante di
momento costante. Determinare il valore di z affinché si fermi nel minor tempo possibile.

Detto —M il momento della coppia frenante, dalla seconda equazione della dinamica
dei corpi rigidi si ha,
dw
-M=1—
dt’



dove I ¢ il momento d’inerzia del sistema rispetto all’asse z. Integrando:

M
w:wo—Tt.

Il tempo di arresto t4 si ottiene per w = 0, quindi,

t, = o
A—M~

Il momento d’inerzia del sistema rispetto all’asse z & dato da:

2 2
Izm—l-m(—a:) +mix? +ma(l — x)?

Perché ’asta si fermi nel minor tempo possibile, tale momento d’inerzia dev’essere minimo:

1 2.
Ao o o MCmatm)
dx 2(m 4+ mq + mo)

Infatti,
@1

i 2(m 4+ my +mg) > 0.

5. Una sbarretta omogenea di lunghezza | = 60cm, soggetta alla gravita, puo oscillare
attorno ad un asse orizzontale passante per un punto P, posto tra il centro O della sbarretta
ed il suo estremo superiore. Determinare la distanza 2 = OP per la quale il periodo delle
piccole oscillazioni € minimo.

Come noto, il periodo delle piccole oscillazioni del pendolo composto &

1
T =2, [ ——
mgx
dove )
Ip=Ip+ma*= Eml2 + ma?.
Pertanto,
12 x
T=2 —. 1
T 12gx + g (1)

11 valore minimo del periodo si ha annullando la derivata prima della (1) rispetto ad z;

dT 12
% =0, = Tmin = E = 17,30777,,
cul corrisponde:
1 v3
Tonin = 27 ,i =1,18s.
g 3

6. Una sbarra omogenea AB di sezione costante, lunghezza | = 34 ¢m e massa m = 250 gm
e sospesa ad un soffitto per mezzo di due molle ideali verticali, di uguale lunghezza a
riposo e costanti elastiche k; = 50 N/m e ko = 13 N/m, poste agli estremi A e B. Allo scopo
di disporre la sbarra in equilibrio orizzontale, viene fissato ad essa un corpo puntiforme
di massa m; = 750 gm in un punto O compreso tra gli estremi. Determinare:

a) la distanza di tale punto dall’estremo A4;



b) la frequenza delle piccole oscillazioni quando il sistema viene spostato verticalmente
dalla posizione di equilibrio.

|
Al o B

A causa delle masse sospese, le molle vengono allungate di una quantita yo rispetto alla
loro lunghezza a riposo; si ha:

m-+m
(k1 + ka)yo = (m+m1)g, = yo= Lg=0,15m. (1)
ki + ko

Detta x la distanza OA, Pequilibrio dei momenti delle forze applicate rispetto ad A, for-
nisce:

l 1 l
migr +mg- —keyol =0 = x=—|koyol —mg=| =3,3cm.
2 mag 2
La frequenza delle piccole oscillazioni va ricavata considerando I'equazione della dinamica
del sistema. Detto y lo spostamento rispetto ad yg, si ha:
(m +m1) = (m+m1)g — (k1 + k2)(yo + ),

e sostituendo a yo la (1),
(m +ma)j + (k1 + k2)y = 0.

1 A
v = — /M:L%S—y
2rV m+my

7. Un’asta omogenea di sezione costante, lunghezza I e massa m, oscilla attorno ad un asse
orizzontale fisso, passante per un suo estremo. Determinare 'espressione della reazione
vincolare esercitata dall’asse.

Si ricava.

Le forze applicate all’asta sono il peso e la reazione vincolare. Come sempre vanno
considerate le equazioni cardinali della dinamica dei corpi rigidi:

dw
F = R M=7—
mg + ) dt b
dove R & la reazione vincolare, M il momento risultante delle forze ed I il momento
d’inerzia della sbarra rispetto all’asse di rotazione.
Dalla prima, assumendo positive la rotazione antioraria e la direzione centripeta, si

ha:
ma; = —mgsind + Ry, ma, = —mgcost + R,.
Dalla seconda: l p
. w [¢73
—mg— 0=1—=1—.
Mgy St at ~ 12

Poiché il momento d’inerzia rispetto all’asse di oscillazione & I = mi?/3, si ha

3
as = —zgsine.



Pertanto: ) .
R, = ™ sin 6, R, =mgcosf + imlwz.

8. Una sbarretta omogenea di massa m, sezione costante e lunghezza I = 1,2m pud ruotare
in un piano verticale attorno ad un asse orizzontale, privo d’attrito, passante ad una
distanza [/4 da un suo estremo. Assegnata la velocitd angolare massima wy,., = 8rad/s,
si determini il valore minimo della velocita del centro di massa durante il moto.

La velocita angolare massima si ha nel punto piti basso della traiettoria, dove ’energia
potenziale si assume nulla, mentre la velocita angolare minima si ha nel punto piu alto
dove 'energia potenziale ¢ massima, pertanto

?

1 I 1
ilwfmm = mg§ —+ ilwfm-n.
Essendo . ) -
. S POy I
I= 12ml —|—16ml 48ml ,
s1 ottiene:
4 l
Winin = A\ W2aw — 78% = 2,83 rad/s; vo = wmmz =0,85m/s.

9. Un’asta omogenea di sezione costante, lunghezza | e massa M ¢ adagiata, senza altri
vincoli, su un piano orizzontale privo di attrito. Inizialmente l'asta € in quiete; quindi
viene urtata elasticamente da una pallina di massa m, animata di velocita vy ortogonale
all’asta, in un punto distante d dal suo centro. Determinare l’espressione di m affinché
dopo 'urto la pallina si arresti.

Si ha conservazione della quantitd di moto, del momento angolare e dell’energia ci-

netica: . ) .

muvy = Muc, muod = Iw, §mv(2) = in% + §Iw2, (1)
essendo ve ed I rispettivamente la velocita del centro di massa e il momento d’inerzia
dell’asta rispetto a quest’ultimo, avendo tenuto conto che 'asta, dopo 'urto, assume un
movimento rototraslatorio.

Tenendo presente la prima e la seconda delle (1), la terza diventa:

2,2 2,2 2 1 &P
mvg M m( ):1’

M 7 utT

2 _
muvg =

ed, introducendo il momento d’inerzia della asta I = MI?/12, si ottiene:

. Mi?
T2 y124?

10. Un disco omogeneo di masssa M = 4kg e raggio R & libero di ruotare senza attrito
attorno al suo asse, disposto orizzontalmente. Lungo il suo bordo & avvolto, in modo
che non possa slittare, un filo ideale alla cui estremita ¢ fissata una massa m = 2kg.
All’istante iniziale il disco & fermo; quindi viene lasciato libero e la massa m comincia
scendere mettendo in moto il disco. Determinare ’energia cinetica del disco all’istante
t=2s.

Detta T V’energia cinetica del disco, per la conservazione dell’energia, si ha

1 1 . 1.
mgh = §m112 +T = §mv2 —+ 5[&;2. (1)



Dalle equazioni cardinali della dinamica,

dw
F= M=I—,
mac, dt’

detta 7 la tensione del filo e proiettando su un asse verticale volto in basso, si ha

d
mg — T = mac, TR:Id—UtJ. (2)

Poiché il filo non slitta acwR; quindi la seconda delle (2) fornisce:

ac
Sostituendo nella prima:
mg — Ia—g =mag, = a¢= g S (3)

R m+I/R2 m+ M2
Il moto della massa € uniformemente accelerato, dunque la quota h di cui scende e la
velocita acquistata sono

1 5, 1 mg 2

h=_—act? =>—9 4 = act 4
ac 2m—|—M/2 ’ v act, ()

[\V)

pertanto, tenuto conto delle (3) e (4), dalla (1) si ottiene:

1 1 mg . 1 mg 2
T =mgh— zmv?® =mgz——9_2 — Zm | —9__) ¢
g =y ey M2 2 (m+M/2>

_M mg ’ 2 _
T4 (m—i—M/Q) =967

In alternativa, la prima delle (3) si puo scrivere

vR
mg — IL;_T? =mwR, = mgR=Wu(mR?+1I),
da cui:
. mgR
C mR2+ T
Integrando,
mgR _ mg

TR+ I mR+ MR

Pertanto 'energia cinetica del disco risulta:

M m292

M mgm s
T (myaret =207

1. .
T:§Iw2:

11. Una matita di lunghezza [ = 15cm, viene appoggiata in posizione verticale su un
piano con attrito. Essa, inizialmente ferma, cade ruotando attorno al punto di contatto
col piano. Ricavare velocita ed accelerazione angolare nell’istante dell’'impatto col piano.

Per la conservazione dell’energia, detta m la massa della matita, si ha:

I 1
mg§ = §]w2, (1)



dove T & il momento d’inerzia della matita rispetto all’estremo poggiato sul piano, pari a

ml? /3.
w =1/ ?)Tg = l4rad/s.

Dalla (1) si ottiene:
Per la seconda equazione della dinamica dei sistemi rigidi,

dL
M=—
dt’
al momento dell'impatto, si ha:
r . . 39 2
—mgy = v, = w= 57— —98rad/s*.

12. Sul bordo di una piattaforma circolare di raggio r che pud ruotare senza attrito
attorno al suo asse verticale, ¢ fissato un dispositivo di massa M, munito di una molla
ideale di costante k, atto a lanciare un corpo di massa m lungo una traiettoria tangente alla
piattaforma. Determinare la velocitd angolare della piattaforma dopo il lancio del corpo,
supponendo che inizialmente il sistema sia in quiete e che la molla sia stata compressa
di un tratto Al. (r = 50em; M = 1kg; m = 200gm; k = 100 N/m; Al = 20 cm; momento
d’inerzia della piattaforma I =0,75kg - m?)

Per la conservazione dell’energia cinetica:

%mv2 + %(I + Mr?)w? = %k(Al)z; (1)

per la conservazione del momento angolare, detta v la velocita del corpo, si ha:
mur — (I + Mr?)w =0,
da cui si ricava:

(I+Mr?)w
mr '

Sostituendo nella (1) si ottiene:

_ Emr2(Al)? B
W= \/(I+M7“2)2 Y2 (I + Mr2) 0,44 rad/s.

13. Un disco omogeneo di massa m e raggio R viene fatto rotolare lungo un piano
inclinato. Determinare ’angolo massimo 6 di inclinazione, oltre il quale il moto non e piu
di puro rotolamento sapendo che p, =0,5.

Come sempre, il problema va risolto mediante le equazioni cardinali della dinamica
dei corpi rigidi,
dw
F= ; M=I— 1
mac; dt 3 ( )
dove F ¢ la somma delle forze agenti, peso, forza d’attrito e reazione normale, M la somma
dei momenti di tali forze, I = mR?/2 il momento d’inerzia del disco rispetto al suo asse.
Nel caso di puro rotolamento, detta F4 la forza d’attrito, proiettando la prima delle (1)
lungo il piano inclinato, nel verso discendente, si ha:

mgsinf — F4 = mac; (2)
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Inoltre, assunti i momenti delle forze rispetto all’asse del disco, la seconda delle (1) fornisce,
FpR=1Iw.
Poiché ac = wR, quest’ultima diventa:

FAR:I%, = Fy=1%

e sostituendo nella (2) si trova:

mgsin § 2 <in @
ac = ———— = —gsiné.
CTmyr/rz 37
Quindi la forza d’attrito vale:
1
Fa= I% = gmgsin&

Ma per il puro rotolamento deve essere,
1 .
Fa<usR,, = gmgsmﬁ < psmgcosf.

Pertanto,
tanf < 3u, = 6 =156,3°.

14. Un corpo puntiforme di massa m percorre, su un piano orizzontale scabro, una
traiettoria circolare di raggio R con velocitd angolare iniziale wy. Calcolare il numero
di giri n che compie prima di arrestarsi, sapendo che una sbarra omogenea di sezione
costante, lunghezza 2R e massa m uguale, animata della stessa velocita angolare iniziale,
ruotando sullo stesso piano intorno al proprio asse baricentrale, si arresta dopo un giro.
Assumere che il coefficienete d’attrito dinamico per il corpo e la sbarra sia lo stesso.

Supponendo che sulla sbarra agisca un momento frenate M costante, dovuto alla forza
d’attrito pmg, il lavoro dissipato ¢ dato da

R
L, =M = um9591.
Tale lavoro e pari all’energia cinetica iniziale:

R 1

dove I =m(2R)?/12 ¢ il momento d’inerzia della sbarra rispetto all’asse di rotazione.

Dalla (1) si trae:
1

ngb = 3ng. (2)
11 lavoro dissipato dal corpo risulta
Le=pmgROs,
uguale all’energia cinetica iniziale del corpo;
umg ROy = %mRng, = pugby= %ng. (3)
Dalle (2) e (3) si ricava:
1R , 1R , 6 3
PEu P T T g Ty



ed essendo 6 = 2,
0y =3r, = n=1>5giri.

15. Una sbarra omogenea di sezione costante ed un corpo puntiforme, di masse m; =
my = 1kg, sono adagiati senza altri vincoli, su un piano orizzontale liscio. Una molla di
costante elastica k = 5-10* N/m, compressa di Az = 7em, ¢ disposta ortogonalmente tra
un estremo della sbarra ed il corpo. Trovare la velocita v del corpo dopo che la molla
viene sbloccata.

Dopo il rilascio della molla, il moto della sbarra € rototraslatorio mentre il moto del
corpo e rettilineo. Detta ve la velocita del centro di massa della sbarra, si ha conservazione
dell’energia,

%k(Am)Q = %IMQ + %mlv% + %m2v2, (1)
della quantita di moto,
mMive = Mav, (2)
e del momento angolare:
Tw = %mzv, (3)

dove [ € la lunghezza della sbarra.
Tenuto conto che m; = mo, dalle (2) e (3) si ha:

v =0, w=——-mu.

Ricordando che il momento d’inerzia della sbarra rispetto al baricentro & I = mi*/12 e
sostituendo nella (1) si ricava:

k(Ax)?
dm

kE(Az)? = 3mv® + 2mo? = 5me?, = =7m/s.

16. Un carrello, costituito da un telaio di massa M, e da quattro ruote, assimilabili a
dischi di raggio R e massa m = M/16 ognuno, viene lanciato con velocita iniziale vo = 7m/s
lungo una rotaia che ha la pendenza del 15%. Determinare il tratto percorso dal carrello
fino al suo arresto. Trascurare ogni altro attrito oltre a quello che determina il puro
rotolamento.

In condizioni di puro rotolamento si ha conservazione dell’energia:
1 , 1,
§(M +4m)vg + ilw = (M + 4m)gh. (1)

Il primo termine rappresenta l’energia cinetica iniziale, comprendente quella del carrello
e delle ruote, il secondo 'energia potenziale assunta nel punto di arresto. Calcolando il
momento d’inerzia delle quattro ruote rispetto al loro asse e ricordando la condizione di
rotolamento: Y
gz M 2 _
I=4 571 6R w =R,
la (1) diventa,
11

20 11 2
— Muvl="=Mgh h=—-2.
60T e = 20 g

D’altra parte, detta d la proiezione orizzontale del percorso I, si ha
h 0
tanf == =015 = =853
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Pertanto:

ho 11 % s

h=lsinf L _
snd, = snf 20 gsind

17. Nella gola di una carrucola di massa m e raggio r ad asse orizzontale, intorno al
quale puo ruotare senza attrito, ¢ diposto un filo ideale che non slitta. Gli estremi di
quest’ultimo sono collegati a due molle ideali di costante elastica k, fissate a loro volta ad
un supporto rigido, come in figura. Determinare il periodo delle oscillazioni e la velocita
angolare massima della carrucola, quando il sistema viene spostato dalla sua posizione di
equilibrio.

i

1l sistema ha un solo grado di liberta: ’angolo di rotazione. Per la seconda equazione
cardinale della dinamica dei corpi rigidi,

dw
M=I—
dt’
indicando con 6 I'angolo di rotazione, si ha:
2k (1) _ L 2Ll = Lodrare—o
T T—er FTER 2m =0.

dove
4k m
“TVm "V 1k
Il moto oscillatorio e la velocita angolare possono essere espressi dalle equazioni
0 =6ysinwt, = 6 = fow sin wt,

dove 6y & angolo massimo di rotazione della carrucola. Quindi, tenendo conto della (1),
la velocita angolare massima risulta:

/4
Wmaz — 90&1 = 90 j
m

Da notare che inevitabilmente, velocita angolare e pulsazione sono espresse con lo stesso
simbolo.

Si lascia al lettore risolvere il problema mediante la conservazione dell’energia: cinetica
ed elastica.

18. Una sbarretta omogenea di sezione costante, lunghezza [ e massa m, & adagiata senza
altri vincoli, su un piano orizzontale liscio. Sullo stesso piano una particella, anch’essa
di massa m, animata di velocita v che forma un angolo # con la sbarretta, colpisce un
estremo di questa aderendovi all’istante. Determinare ’espressione dell’energia cinetica
del sistema dopo 'urto.

11



Il sistema dopo l'urto anelastico, assume un movimento rototraslatorio piano. Non
agendo forze esterne, tranne la reazione del vincolo, che non compie lavoro perché ortog-
onale al piano, ’energia cinetica finale risulta somma di due termini: uno di traslazione
del centro di massa, I'altro di rotazione intorno ad esso. Il centro di massa del sistema,
dopo l'urto si trova alla distanza [/4 dall’estremo della sbarretta. Si ha conservazione della
quantita di moto e del momento angolare, prima e dopo 'urto:

l
mv = 2mvg, my sinf = Icw, (1)

dove I- ¢ il momento d’inerzia del sistema rispetto al centro di massa. Dalle (1) si trae:

v =y I —mﬁ—f—m lz—l—m £ 2—iml2
EEDX =" 4 4) T 24"

Quindi, dalla seconda delle (1),

w = §§sin9.

L’energia cinetica risulta:

1 . 1 1 . 3 ..
T= Q(Qm)vzc + ilcuﬂ = imvz (1 + 5 sin? 0> .

19. Una ruota, assimilabile ad un disco di massa m = 10kg e raggio r, rotola senza
strisciare su una rotaia orizzontale, trainata da una forza, parallela alla rotaia e applicata
al centro di massa, di intensita che varia nel tempo con la legge F = kt, con &k = 1N/s.
Determinare I'istante in cui cessa il rotolamento puro, sapendo che il coefficiente d’attrito
statico e ys; =0, 2.

Come in tutti i problemi che riguardano il movimento di un corpo rigido, vanno

applicate le equazioni:
dw
F= M=7I—
mac, dt’
in cui F ¢ la somma delle forze agenti ed M la somma dei momenti di dette forze. Nel caso
del problema le forze agenti sono la forza d’attrito F 4, opposta alla direzione del moto, e
la forza di traino. Proiettando sull’asse orizzontale e assumendo i momenti delle forze ed

il momento d’inerzia rispetto al centro di massa della ruota, si ha:

dw

kt — Fo = mac FAT:[dt.

Dalla seconda si trae

che sostituita nella prima fornisce:

TI. N .
k- Lli=mb, = = F1
T mr+ I/r
percio la (1) diventa,
_L okt 1
S rmr+I/r 3
Ma perché il moto sia di puro rotolamento dev’essere
1
Fa<pmg,  ght<pmg, = t<3B7 =588
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20. Un’asta omogenea di sezione costante e massa M = 9m pud ruotare su un piano
orizzontale privo di attrito, attorno ad un asse fisso verticale, passante per un suo estremo.
Essa si trova in quiete finché un corpo puntiforme di massa m animato di velocita v
ortogonale all’asta e parallela al piano, la colpisce nel punto di mezzo, rimbalzando con
velocita v/ = —v/3. Stabilire se 'urto & elastico o meno.

Per stabilire il tipo d’urto occorre valutare I’energia cinetica del sistema prima e dopo
I'urto. In ogni caso si ha conservazione del momento angolare. Detta I la lunghezza
dell’asta si ha

l 1 l
—_ = — I* [ — —
mv2— muv 2+IW— 3m1)2+Iw, (1)

in cui I = MI?/3 ¢ il momento d’inerzia dell’asta rispetto all’estremo. Dalla (1) si ricava:

2 2
gmvlzlw, > w= §% (2)
L’energia cinetica dopo l'urto e:
1 50 1 . 1 2?2 1.
T/ = 5771'[)’2 + 5[&]2 = §m% + 5_[(4}2

Sostituendo ’espressione di w data dalla (2), si ottiene:

7
T = 5—4mv2,
e, confrontando con I'energia cinetica del corpo prima dell’urto, T = mv?/2,

7
— = —==0,26.
T 27 0,26

L’urto non e elastico.

21. Una sbarra di sezione costante, lunghezza { e massa M in quiete, pud ruotare su
un piano orizzontale liscio, attorno ad un perno fissato ad un estremo. Una massa m
animata di velocita vq, perpendicolare alla sbarra e parallela al piano, vi si conficca ad
una distanza x dal perno. Ricavare la distanza z per la quale la velocitd angolare, dopo
I'urto, € massima e I'espressione di quest’ultima.

L’urto & anelastico. Si ha conservazione del momento angolare prima e dopo l'urto:
muox = lw, (1)
dove il momento d’inerzia del sistema e dato da

1. .
I= ngz + ma?.

dalla (1) si ricava:

B MuyT

- ma?+ MI2/3
Annullando la derivata rispetto ad z della relazione precedente, si ottiene la distanza x
per la quale la velocita angolare risulta massima:

M
ro =3,

e la velocitad angolare massima:

21/M](3m)’

Wmaz =
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22. Una sbarretta omogenea di massa M, lunghezza | e sezione costante pud ruotare
attorno ad un asse orizzontale passante per il suo centro ed ortogonale ad essa. Un corpo
puntiforme di massa m viene fatto cadere da un’altezza h aderendo ad una estremita della
sbarretta, inizialmente in quiete ed in posizione orizzontale. Determinare I’altezza minima
da cui deve cadere il corpo affinché il sistema compia un giro completo (M = 3m).

L’urto e anelastico; si conserva il momento angolare. Detta v la velocita del corpo al

momento dell'impatto, si ha

mvé = lw, (1)

dove il momento d’inerzia del sistema ¢

1 N’ 1,
I=— M +m(2) = —mi®.

dalla (1) si ha
_mvl_g
YT T T

Poiché,
v = \/2gh,

si ottiene )
w = 7\/ 29h

Affinché il sistema compia un giro completo, la sua energia cinetica dopo I'urto, dev’essere
almeno pari alla variazione di energia potenziale del corpo che, una volta colpita la sbar-
retta, raggiunge la massima altezza {/2:

1. l
§Iw22mg§, = h>I

23. Un disco e un anello rotolano senza strisciare lungo un piano inclinato, partendo
rispettivamente dalle quote hy ed h,. Determinare il rapporto hg/h, perché alla fine del
piano inclinato giungano con la stessa velocita.

Trascurando l'attrito di rotolamento, sempre molto piccolo se il piano d’appoggio ¢
indeformabile, si ha conservazione dell’energia cinetica in quanto la forza di attrito statico
non compie lavoro; essa infatti non sposta il suo punto di applicazione. Pertanto:

1, 1 .
§Iw2 + §mvé = mgh, (1)

dove I ¢ il momento d’inerzia rispetto all’asse di rotazione, che per il disco e ’anello sono

1
I; = §de§, I, =mgR2.

Inoltre trattandosi di puro rotolamento nei due casi si ha

_ vCd W = VCa
- ) a — )
Rd Ra

Wq

con ovvio significato dei simboli. Sostituendo nella (1) le grandezze pertinenti al disco e

all’anello, si ottiene
4
a= ghs b, =ohe

Ma, dovendo essere uguali le velocita alla fine del piano inclinato, confrontando si trae:



24. Una semisfera omogenea di raggio R e massa m ¢ trascinata, con velocitd costante v
da una forza orizzontale F;, applicata come in figura. Il baricentro della semisfera si trova
ad una distanza 3R/8 dalla superficie piana. determinare il coefficiente di attrito dinamico
sapendo che, durante il moto, la normale alla superficie piana forma con la verticale un
angolo a = 28°.

Giacché la normale alla superficie piana forma un angolo « con la verticale, il punto
di contatto O della semisfera col piano non si trova su detta normale, vedi figura. Inoltre
la semisfera si muove con velocitd costante, quindi la somma delle forze F e la somma dei
momenti M devono essere nulle. Detta R, la reazione normale al piano ed F4 la forza
d’attrito, si ha,
F=F +R,+F4+mg=0.

Proiettando lungo ’'asse z orizzontale:
FIZFl—FAZO, = Fy=FI. (1)

Assumendo i momenti delle forze rispetto al punto di contatto O, sapendo che la forza
peso e applicata al baricentro, distante 3R/8 dalla superficie piana e tenuto conto che
F, = Fy, la somma dei moduli dei momenti risulta:

M= mggRsina — pamgR(1 —sina) = 0.

Si ottiene )
3, (1-sina), = 3 sina
—Sino = — Sl & = -
8 Hd ’ Ha= 81 sina
Per a = 28° risulta: .

4= 5
Hi =73
Se « fosse uguale a zero non ci sarebbe attrito; la semisfera si muoverebbe di moto uni-

formemente accelerato.

25. Una sbarra omogenea di sezione costante e peso P = 4kg,, & appoggiata orizzontal-
mente su due cilindri identici ad assi paralleli ed orizzontali, distanti 21 = 1,2m. Calcolare
le reazioni R4 ed Rp nei punti d’appoggio A e B, quando il baricentro della sbarra dista
x = 10em dal piano verticale equidistante dai cilindri. Assumendo che il coefficiente
d’attrito dinamico tra sbarra e cilindri sia g = 0,2 e posti in rotazione i cilindri attorno
ai loro assi, con velocita angolari uguali e in verso opposto, dimostrare che il moto della
sbarra & armonico. Supponendo che essa sia sufficientemente lunga da potere appoggiare
sempre sui cilindri, calcolare il valore di p nel caso in cui il periodo delle oscillazioni sia
T=25s.

Calcolo delle reazioni




Per I'equilibrio delle forze e dei momenti, rispetto al baricentro della sbarra, si ha
Ra+Rp—P=0, Mg—My=0. (1)
Quest’ultima, si scrive:
Ra(l+2x)=Rp(l — ),

e, tenuto conto della prima delle (1),
(P—Rp)(l+2) = Re(l — ).

Si trae: P P
Ry = 2D _ 2,33kgy,  Ra= Pl-=) _ 1,67 kg, (2)
21 21
Calcolo del moto
Le forze orizzontali alle quali ¢ soggetta la sbarra sono le forze d’attrito che si destano
nei punti di contatto coi cilindri uR4 € pRp. Supponendo che il primo cilindro ruoti in
senso orario ed il secondo in senso antiorario, I’equazione di Newton si scrive:

w (M) =

e 2 2 l
ossia: _
d’x g
aw TR

equazione dell’oscillatore armonico con

. l
wzzug’ = T =2my—.
! ]

1l coefficiente d’attrito per un periodo T = 2,55 dev’essere

, 1
I :4772ﬁ =0,39.

26. Una sbarra omogenea di sezione costante, massa m = 200 gm e lunghezza I, & adagiata,
in quiete, su un piano orizzontale liscio. La sbarra viene posta in moto da un impulso
J =2N -s, ortogonale ad essa ed applicato ad un estremo. Calcolare il lavoro della forza
impusiva.

Il lavoro della forza impulsiva & pari all’energia cinetica dalla sbarra che assume un
moto rototrasaltorio:

1 1
L=T= 5mv%+§lw2. (1)

Poiché I'impulso angolare & uguale alla variazione del momento angolare,
Jy=AL, = Jo = Iw,

si ha:
Jy _JL6J

ST 2 ml
avendo tenuto conto che il momento d’inerzia della sbarra rispetto al suo centro di massa
e I =mi?/12. D’altra parte,
l

vo :w§ :35.
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Sostituendo nella (1), si ottiene:

9 J2 1 mi? 36J2 J?
L= e e = 6y, = 1204

27. Un sistema rigido & costituito da una sbarra omogenea di sezione costante, massa m
e lunghezza [, la cui estremita e saldata ortogonalmente all’asse di un disco di raggio r,
di massa trascurabile rispetto a quella della sbarra. Il sistema pud ruotare senza attrito
attorno all’asse del disco, disposto orizzontalmente, ed & tenuto in equilibrio da un corpo
di massa m; agganciato ad un estremo di un filo ideale, mentre I’altro estremo & fissato
al bordo del disco. In tale posizione, individuata dall’angolo 6 che I'asta forma con la
verticale, viene agganciato al filo un altro corpo di massa 2m;. Determinare la velocita
angolare del sistema quando la sbarra si dispone verticalmente (r = 10cm; m = 800 gm;
my = 1kg; | = 32cm).

/
A

m,

Dall’equilibrio dei momenti delle forze rispetto all’asse di rotazione, si ottiene 'angolo

mlgr—mgisinezo, sinﬁzw, = §=".
2 mll 6
Quando al filo, oltre al corpo di massa m,, viene agganciato il corpo di massa 2m,, il
sistema inizia a ruotare. Tenuto conto che, raggiunta la posizione verticale della sbarra,
il filo si svolge di una lunghezza pari a r(r — 7/6) ed i corpi scendono di tale quota mentre
la sbarra raggiunge la verticale, la variazione di energia potenziale del sistema risulta:

T l
AU = —3mgr (7r — 8) + mg§(1 +cosf) = —5,35J.

La variazione di energia cinetica corrispondente e

1, 1 . 1 5 3 .
AT = 5[0)2 + 5(3m1)v2 = 6m12w2 + §m1r2w2.

Ma AT = —AU, quindi:

1 5, 3 . .
<6ml2 + 2mr2> w?=5,35, = w=13,687ad/s.

28. Un cubo omogeneo di spigolo | = 10em e massa M @ appoggiato su un piano oriz-
zontale. Al centro della faccia opposta a quella su cui poggia & applicata una forza F,
parallela agli spigoli orizzontali. Fuori dal centro, in un punto P opposto alla direzione
della forza, viene collocata una massa m = aM, con « = 0,3. Sapendo che il coefficiente
d’attrito statico tra cubo e piano € us; = 0,5 determinare la minima distanza z dalla faccia
verticale, normale ad F, del punto P affinché, nella condizione di moto incipiente, il cubo
trasli senza subire rotazioni.
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Nelle condizioni di moto incipiente il modulo della forza applicata dev’essere:
F=p;Mg(1+ a).

La distanza minima 2 in cui va posta m va ricavata imponendo che la somma dei momenti
delle forze dev’essere nulla. Assumendo i momenti rispetto allo spigolo anteriore che
poggia sul piano, si ha

l
s Mg(l+ a)l — Mg§ —aMgz =0.
Si ricava:

o us(1+0,3)—1/2

0.3 =5cm.

29. Un’automobile viaggia su un rettilineo con velocitd vy = 216 km/h. Alla distanza
d = 150 m dall’inizio di una curva comincia a frenare con accelerazione costante, in modo da
affrontare la curva con la massima velocita, di modulo costante, senza slittare. Calcolare
il valore dell’accelerazione sapendo che il raggio della curva & r = 90m ed il coefficiente di
attrito statico us = 1.

Perché la macchina non slitti la forza centripeta dev’essere:

1)2

m? < psmg, = Umaz = V/MHsTg- (1)
L’accelerazione va determinata mediante la relazione:
2 2 __
Vraz — Vo = 20d.

Sostituendo la (1),

v2 v3

a= 7'"“”;03_ 0 = _9m/s>.

30. Un’asta omogenea di sezione costante, massa m = 0,9kg e lunghezza | = 0,2m,
incernierata nel suo punto di mezzo ad un asse, € inizialmente in equilibrio in posizione
orizzontale. KEssa viene colpita verticalmente da un proiettile, di massa m; = 100gm e
velocita vy = 100m/s che si conficca in un sua estremo. Determinare la velocita angolare
del sistema subito dopo I'urto e il numero di giri compiuto prima di arrestarsi, supponendo
che la cerniera eserciti un momento costante, dovuto alla forza d’attrito paria M = 6 N-m.

Nell'urto si conserva il momento angolare rispetto all’asse di rotazione:

l
m1v0§ = lw, (1)

dove I ¢ il momento d’inerzia del sistema:

I= ﬁ+ E——(+3)12
—m12 m14—12m my .

Dalla (1) si trae:

6777,1110
(m + 3mq)l’

I1 lavoro della forza d’attrito e

9
La= —/ Mdo = —-M§6.
0
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Tale lavoro ¢ pari alla variazione di energia cinetica Ty — T; dove Ty = 0. Pertanto:
1_.

Si deduce:

(m1vo)*

S 3 (mw)?
2(m+3m)M

= 20,8 rad, n = i = 3,32 giri.
27

31. Un disco ed una sfera omogenei, animati di velocitd baricentrale vy e v,, affrontano
in salita un piano inclinato, rotolando senza strisciare. Determinare quanto dev’essere il
rapporto vg/vs affinché raggiungano la stessa quota h.

Per la conservazione dell’energia si ha

1., 1
5[&12 + imvé = mgh,

dove I e il momento d’inerzia rispetto all’asse di rotazione. Poiché il momento d’inerzia,
nei due casi, ha I'espressione
I =kmr?,

con kg = 1/2 e ks = 2/5, rispettivamente per il disco e la sfera, ed il moto ¢ di puro
rotolamento, si ha

Ly 2U3+1 2_ 1 2(ka+1) h
—kqmr®— + —mvy = -mu =m
g VT 2 T T g TR g

1 21 1
ik‘smrQ% + imvg = imvf(ks + 1) = mgh.

Uguagliando le due espressioni, si ottiene:

ﬂ_ 1+ks_ E
vs V1+ks V15
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