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Nel caso particclare f = 1 oppure g = 1, le (6.6.2), (6.6:3) danno rispettiva-
mente

areal = .\ zdy, areal = — \. ydz; (6.6.4)
+8T +8T
tali formule danno anche
mwmm‘HHW \ zdy —ydz. (6.6.5)
+aT

Le relazioni ora stabilite permettono di esprimere ’area di un dominio regolare
T per mezzo di un opportuno integrale curvilineo di forma differenziale lineare (non
esatta) esteso alla frontiera 87T

Esempio 2 - Dato il dominio Bm&mnm T Hm. cui frontiera 8T & "asteroide di equa-
zioni parametriche z = acos?f, y/= asin®t,

; 7
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* * *

Dalte formule di Green-Gauss (6.4.2), (6.4.3) si possono dedurre formule di
ione per parti. Se u(z,y), v(z,y), u.(z,y), v (z,y) sono funzioni continue

amﬁmpwu si ha
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Sviluppando il primo membro e portando un termine a secondo mémbro si ha

J[vgtets= [ wvay- [ v5aa

+8T

(6.6.6)

che, utilizzando la (6.5.2), pud essere posta nella fo

\\ :I&HA@#I \ UV COS TN ml‘\‘\ c|&a&@ (6.6.6")

+8T

In modo analogo se u, v, u,,, ¥ sono continue in 7" si ha

¥

.\‘\QQWIM rdy = — \, :,:Q_HI.\ ewlwg_a&@ (6.6.7)

i +8T

che presenta la consueta dissimmetria nelle variabili ,y. Cid che non si presenta
nella mﬂ&omﬁ la (6.6.6/)

\.\.\. RHA@J\ \ uy nn_m@a&ml\.\ AH&@ (6.6.7")

+8T

6.7 Condizioni sufficienti per I'integrabilita di una forma differenziale
lineare

Stabilito in IR® il teorema della divergenza, ad esempio nella forma (6.4.7)
siamo ora in grado di dare condizioni sufficienti perché una forma differenziale
lineare

Xdr+Ydy (6.7.1)

a coefficienti X, Y continui in un campo connesso A del piano zy sia un differenziale
esatto o, come si dice, sia integrabile in A.

Sotto l'ulteriore ipotesi che X, e Y, siano continue in 4, al § 6.3 si & stabilito
che condizione necessaria per U'integrabilitd & che risulti

X,=Y, Y@y e4, (6.7.2)

cioe la forma differenziale lineare sia chiusa. Abbiamo poi stabilito che tale condi-
zione & sufficiente se A & un intervallo, ovvero se X e Y sono funzioni omogenee di
grado o # —1 e di classe C1(A).

_ Vogliamo stabilire ulteriori condizioni sufficienti perché la (6.7.1) sia una forma
esatta. Allo scopo premettiamo il teorema seguente:

Teorema 6.7.1 — Nelle ipotesi (6.7.2), cioé se la forma differenziale é chiusa
in A, comungque si fissi un dominio regolare T C A risulta

\ Xdz+Ydy=0. (6.7.3)
+aT
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Dimosirazione — Basta applicare il teorema della divergenza nella forma (6.4.7)
con f =Y, g=—X,; siricava

oYy oaX

+aT

non appena si tenga conto che la funzione integranda a primo membro & nulla per
la (6.7.2). O

Cid premesso, sia v una qualsiasi curva generalmente regolare semplice e chiusa
contenuta in A (basterebbe prendere una poligonale semplice e chiusa); si pud
dimostrare, ma su questo non possiamo soffermarci, che v & la frontiera di un
dominio regolare T del piano zy (cosa evidente nel caso di poligonali). In alcuni
casi T & contenuto in A, in altri no.

Riferendoci al primo caso, diremo che il campo connesso A & un campo sem-
plicemente connesso se ogni curva semplice e chiusa «y tracciata in A & (da sola) la
frontiera 87" di un dominio regolare T' contenuto in A [fig. 6.7.1].

Fig. 6.7.1 Fig. 6.7.2

Ad esempio un intervallo aperto, un campo circolare, 'intero piano zy, sono
campi semplicemente connessi.

Invece, una corona circolare aperta, un intervallo aperto privato di un punto,
sono campi connéssi non semplicemente.

In generale si pud affermare che un campo semplicemente connesso non pre-
senta lacune (buchi), eventualmente ridotte a punti, o curve. In figura 6.7.2 &
rappresentato un campo connesso nen semplicemente.

Siamo ora in condizione di fornire il richiesto criterio sufficiente di integrabiliti
della forma differenziale (6.7.1).

Teorema 6.7.11 — Date la forma differenziale X dz+Y dy con X, Y, XpY €
CY(A), con A campo connesso di R?; se la forma & chiusa in A (vale cioé la (6.7.2))
e se il campo A é semplicemente connesso, allora la forma é un differenziale esatto
e ogni sua primitiva F(z,v) ha la forma

(zv)

Flz,y)=c+ \ X(u,v)du + Y (u,v)dv (6.7.4)-

(z0,v0)
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con ¢ costante arbitraria, ove l'integrale curvilineo é calcolato su una qualsiasi curva
generalmente regolare congiungente il punto (fissato) (zy,y,) € A al punto variabile
(z,y) € A.

Dimostrazione — A & semplicemente connesso e quindi ogni curva - semplice
e chiusa (generalmente regolare) & frontiera di un dominio 7 C A; vale percid la
(6.7.3) con v = 8T arbitraria. Per il teorema 6.2.111, osservazione II, la forma
differenziale data & certamente esatta. La (6.7.4) & poi conseguenza della (6.2.12)
con Z=10,2z=0. 0

Si noti che il caso di A intervallo di R? (teorema 6.3.11) rientra come caso
particolare in quello dei campi semplicemente connessi.

6.8 Forme differenziali lineari in campi pit volte connessi

5

Se il campo A non & semplicemente connesso, la tesi del teorema 6.7.I1 in
generale non & vera, come mostra l'esempio dato da (6.3.4).

In un campo A connesso (in generale non semplicemente) la (6.7.2) puo inten-
dersi come condizione sufficiente per 'integrabilita locale della forma differenziale
lineare, nel senso che, ad ogni fissato punto Py = (z4,yy) € A, pud associarsi. un
campo semplicemente connesso A; C A e contenente Py, nel quale la data forma
differenziale risulti integrabile. In 4, pud allora definirsi una primitive locale data
da

)

(zy
Fylz,y) =c+ \. X(u,v)du+Y(u,v)dv, (z,4)€4,. (6.8.1)
(zo,v0)

In generale questa funzione Fy(z,y), definita in A, non & prolungabile con
continuita in A, in modo tale da far nascere in tutto A un integrale della forma.

Diamo ora delle condizioni atte a garantire tale prolungabilitid per campi A di
un ben determinato tipo.

Sia T un dominio regolare ad unico con-
torno, cicé la cui frontiera 07 sia formata
da un’unica curva generalmente regolare sem-
plice e chiusa,; siano 7,75, ..., 7). altri domi-

nii ad unico contorno tutti contenuti in wA e
privi a due a due di punti comuni (fig. 6.8.1).

Il campo A definito da 4 = ¥ (TyuT,u
...UT,) dicesi (k + 1)-volte connesso, ovvero
dotato di k lacune (i domini T},T,,...,T})
o anche a k + 1 contorni (8T, 8T, 8T, .

Fig. 6.8.1
sy BT,

Sia 9, (R = 1,2,...,k) una curva generalmente regolare semplice e chiusa
contenuta in A, che lasci da una parte T}, e dall’altra parte tutte le altre lacune.
Una tale v, si dice una curva (o un ciclo) contornante la lacuna T),. Se v}, & un
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altro qualsiasi ciclo contornante T),, facciamo vedere che, sotto l'ipotesi (6.7.2) si
ha

.\N&H.Tm\m@“ \k.aﬁgﬁww&? (h=1,2,...,k), (6.8.2)
+7, +

avendo scelto come verso positivo su ciascuno dei cicli v, v quello che lascia a
sinistra la lacuna Tj.

Per provare la (6.8.2) basta osservare che se v, e -y}, non si intrecciano (come
in fig. 6.8.1), esse costituiscono la frontiera di un dominio D, C A; per il teorema

6.7Isiha [ Xdz+Y dy=0e questa, come & subito visto, equivale alla (6.8.2).
+8Dy
Se poi 7y, 7;, si intrecciano, basta eseguire il confronto con un ciclo v}/ che non
intrecci né 7, né ;.
A ciascuna delle lacune T}, si pud dungue associare un ben determinato numero

En\xaigy (h=1,2,...,k), (6.8.3)
+n ‘

(indipendente dalla scelta di -y,,) che dicesi periode della forma data, relativo a
quella lacuna; si hanno cosi k periedi wy,wy, ..., w,.
Vale allora il seguente teorema:

Teorema 6.8.1 — Se il campo A é (k+1)-volte connesso, condizione necessa-
ria e sufficiente affinché la forma differenziale lineare X dx+Y dy [con XY, XY
€ C%A) e X, =Y,] sia un differenziale esatto in A, ¢ che essa abbia nulli tutti i
suot k periods.

Dimostrazione — La necessita & evidente; basta tener conto che ogni ciclo v, &
una curva semplice e chiusa contenuta in A.

Per la sufficienza, consideriamo una gualsiasi curva generalmente regolare, sem-
plice e chiusa v C A. Se v & la frontiera completa di un dominio tutto formato da
punti di 4, siha [ X dz+Y dy =0 (teorema 6.7.1). Nel caso contrario, la curva 7

ey
gira attorno a certe m lacune T}, Ty, - - -, Ty, (con 1 < m < k); considerati allora
m cicli V1, Vg - - 1 Vhm DOD intersecanti v e contornanti rispettivamente le m la-
cune indicate, le curve 4, Vu1,Vnos -« Yam cOstituiscono la frontiera di un dominio

regolare D C Aesiha [ Xdz+Ydy=0, ossia
+8D

\M%Lﬂzim \ Xdz+Ydy=0.
+ u.H_.L\EG.

Ma per la (6.8.3) e per l'ipotesi che tutti i periodi siano nulli, questa equivale
alla

\N&R#.M\&@” MuE..G. =i
+ i=1
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e quindi (teorema 6.2.II1, osservazione II) la nostra forma & un differenziale esatto
in A. a
Nelle ipotesi di validita di questo teorema 6.8.1, la (6.8.1) fornisce un integrale
della forma in tutto A.
* * *

5

Possiamo ancora aggiungere che, se qualche periodo non é nullo, l'integrale

[ X dx + Y dy ha un valore che dipende dalla scelta della curva C C A
c(P',P)

congiungente i due punti P/, P"". Per esempio, se A & 2 volte connesso ed & wy # 0,

si congiungano P’ e P” con due curve C, C'; in modo che C'UC costituisca un ciclo

contornante 7} (fig. 6.8.2). Si ha allora

\ Xdz +Y dy+
C(P',P")
+ \ Xdz+Ydy =w,,

Cy(B",P)

onde gli integrali [ ..., [ .
o(P:,p) CL(P',P")

non sono uguali, perché la loro differenza )
vale w; # 0. Fig. 6.8.2
(=)
Si pud dire, in questo caso, che lintegrale [ X(u,v)du + Y (u,v)dv non
(z0,¥0)

definisce piti una funzione ad un solo valore, ma una funzione polidroma.

Se con un qualsiasi “taglio” A [fig. 6.8.2] si individua un campo semplicemente
connesso A, la corrispondente primitiva presenta valori diversi sui “bordi del ta-
glio”. 1l salto nella primitiva, nel caso di una sola lacuna T}, non dipende dalla
posizione del taglio, ma solo dal periodo w, # 0.

Osservazione I - Le precedenti considerazioni restano evidentemente valide an-
che quando le lacune si riducano a punti o curve oppure il dominio T sia illimitato
nel qual caso potrebbe mancare il contorno 8T (se T = IR?).

* * *

Operando in termini vettoriali come alla fine del § 6.3 [vedi in particolare
(6.3.7), (6.3.8)], si hanno le seguenti conclusioni nel caso di IR2.

Dato un campo vettoriale f = f(z,y), di componenti X (z,y), Y(z,y) continui
in un aperto connesso A C IR, se X, e ¥, sono continue e il campo vettoriale &
irrotazionale (onde X, =Y, ) in A, ciog

rot =0, V(z,y) € 4, (6.8.4)

esso & certamente conservafivo nei due seguenti casi:
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1) A & semplicemente connesso;

2) A& (k4 1)-volte connesso e sono nulli tutti © periodi

wy, = \ f-7ds,

relativi alle k lacune.

(h=1,2,...,k), (6.8.5)

In tali casi esiste una funzione (potenziale) F(z,y), definita a meno di una
costante arbitraria, tale che, ¥V(z,y) € A-risulti

o~

f=gradF. (6.8.6)

Si osservi che la (6.8.5), non & altro che (6.8.3), scritta in termini vettoriali
[vedi (6.1.17)] avendo introdotto il versore 7 della retta tangente a v, orientata,
unitamente all'ascissa curvilinea s nel verso +,.

6.9 Integrale di una funzione complessa

Riprendendo le notazioni del § 1.4, sia w = f(z), z = = + 1y funzione
della variabile complessa z, continua in un campo 4 C R? cicé, esse
¥(z,y) € A. Diremo, pill semplicemente, f(z) continua in un c
del piano complesso C. P

Posto dz = dz + 1 dy, poniamo per definizione
fz)dz = Fz,y)de +i f(=

ciog identifichiamo I’espressione f(z)dz con la for
fcienti f(z,y), i f(z,y), continui in A. Cid prepiesso, in analogia a quanto fatto
per le forme differenziali lineari in R?, ¢

\ F () +4 7o, )y (6.9.2)

¥(z0,21)

\. f(2)dz| €1 max|f(z) (6.9.3)

zey

m<mdmo E@nm;o con [ la Ebmgmmm della curva v, e rilevato che la funzione (reale)
& dotata di massimo su «y (insieme chiuso e limitato).
+Se E m@agw differenziale fdzx + i fdy & integrabile in A, cioé & un differen-

ziale esatto, l'integrale curvilineo (6.9.2) non dipende dalla curva - utilizzata per

/
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congiungere z, a z;; si pud allora introdurre una primitiva F(z) = F(z,y) data da

F(z) = F(z,) +.\EEKE" Vze A, (6.9.4)
2o
che pit spesso si scrive
Egun+\m3% / (6.9.47
/

con ¢ costante arbitraria; cid in analogia a quanto fatto \vmﬁ l'integrale indefinito di
funzioni di una variabile [vedi ad esempio (1.3.8)]. /

Se f(z) continua in A & ivi dotata di primitiya F(z), diremo che essa & inte-
grabile in A. Si ha al riguardo il seguente fondamentale risultato:

Teorema 6.9.1 — Se f(z) continua nel campo connesso A ¢é dotata di primi-
tiva F(z), questa risulta essere una funzione/olomorfa in A e si ha

S/

F'(z) = ﬁ&\"\
Dimostrazione - Se F(z) = F(z,¥) &
differenziale (6.9.1), ¥z € A risulta /

/
/

FfAf  F=if,

ciog F, =iF, =if € CA) m\m@ per il teorema 1.5.1I1 & proprio la condizione di
olomorfia per F e vale quin

a (6.9.5). g
Proveremo poi che f(7), come derivata complessa di una funzione olomorfa &
anch’essa olomorfa. /

VzEA. (6.9.5)

una primitiva di f(z), cioé della forma

Viceversa, supponjamo che la f(z) assegnata sia olomorfa, allora per il teorema
1.5.I1I essa & di classe C1(A) e risulta f, = % 7 fy- Ma tale condizione, riferendosi
alla forma (6.9.1) ¢con X = f, ¥V =if &la oom%EObm necessaria di integrabilita
X, =Y, \

Allora segugndo le definizioni ed i teoremi del § 6.8 si conclude:

/ ,

Teorema 6.9.I1 — Se f(z) é olomorfa nel campo connesso A, essa & in
generale Mcna\mﬂmam integrabile in A; risulta integrabile in A se A é semplicemente
connesso, \@eemﬂa se essendo (k+ 1)-volte connesso risultano nulli tutti 1 periodi

/ E:I.\.lw (h=1,...,k), (6.9.6)

R\SSS alle lacune di A.

/' Nel caso di integrabilita locale, si pud parlare solo di una primitiva locale, non

/di una primitiva in A nel senso delle funzioni F(z) ad un solo valore e di classe

- Cl(A).
Le funzioni

z

e*, sinz, cosz, sinhz, coshz, 2z n=0,1,2,.



