Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina - 14/12/2006)

(ogni esercizio, risolto correttamente, vale 6 punti)

. Tre studenti, S, S5, S3, sostengono un esame molto selettivo. Definiti gli eventi F; = 7S;
supera l'esame”, i = 1,2, 3, si assuma P(FE;) = %, Vi; P(EE)) = %; Vi#j, P(E1EyE3) =
2%' Calcolare la probabilita p che almeno uno studente superi ’esame, supposto che almeno
uno non lo superi.

p:

. Dati tre eventi scambiabili Ay, Ay, A3, con P(A;) = 1, P(A14y) =
calcolare le probabilita degli eventi A; A, ASAS, A1 AAS e ATASAS.
(ricordiamo che, per ogni E ed H, si ha E = FEHV EH® e quindi ... ... )

P(A AS) = P(A345) = P(A1 A A5) = P(AS A5A5) =

. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione di ripartizione F'(z) del nu-
mero aleatorio X = |A;| + |As| + | As].

. La densita congiunta di un vettore aleatorio continuo (X,Y) ¢ f(x,y) = %e‘mQ_yQ, per

ogni punto (z,y) del piano R%. Calcolare la previsione e la varianza di X + Y.

PX+Y)= Var(X +Y) =

. Con riferimento all’esercizio precedente, utilizzando la funzione caratteristica, determinare
la distribuzione di probabilita del numero aleatorio Z = X — Y.

7~

. La densitd congiunta di un vettore aleatorio continuo (X,Y) ¢ f(z,y) = ke~ @) per
r>0,y>7%, con f(r,y) = 0 altrove. Calcolare la costante & e la funzione di rischio del
numero aleatorio X.

k= hl(l’) =

. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la previsione di Y e stabilire se X e Y
sono stocasticamente indipendenti.

P(Y)= X,Y stoc. indip.?
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Soluzioni della prova scritta del 14/12/2000.

1. Osservando che

c c c 1 19
P(E,\V EyN Ey) = P(E))+P(Ey)+P(E3) — P(E\Ey) — P(E\E3) — P(Ey Es) + P(Ey B> Ey) =
1 1 1 19
=3-5-3- -+ =—=1-P(EEE;
32 35+20 20 (123)a

segue

P[(EyV By V Es) AN (E{V ESV ES
p=P(EVE,V Es|EfV E5V ES) = [(EvV By V Eg) N(ETV E5 V E5)]

P(ESV ESV ES)
_ PI(ESESESV ErEyEs)) 1 — P(EYESES) — P(ErEyEs) 2 _ 18
P(E¢V ESV ES) 1 — P(E\EqE3) 1—5 19

2. Si ha
c 1 ]‘ ]‘ c AC c c 1 ]' ]-
P(A1A5) = P(A1) = P(A1Ag) = 5 —— = -, P(A3A45) = P(A5) —P(ASA3) = 5 —5 = =,
2 6 3 2 3 6
1
P(A1 A2 A5) = P(A1Az) — P(A1ArA;3) = P(A14p) = 6
Inoltre, osservando che
1 1 1
P(AlAgAg) = P(AlAg) - P(AlAzA:c),) = 376 = 6’
segue
1 1
PASAAS) = P(ASAS) — P(A1A3A5) = ¢ — = =0,
3. Si ha
P(X =0)=P(A{ASAS) =0, P(X =3)=P(A144;3) =0,
1 1 1 1
P(X = 1) = P(A A545) + P(A{AA5) + P(ATAA) = <+ =+ 2 = =
1 1 1 1
Pertanto
0, =<1,
Flz)=¢ i 1<z<2,
1, =z2>2.



4. 11 vettore aleatorio (X,Y’) ha una distribuzione normale bidimensionale di parametri

1

— . p=0.
5P

my=mo=0, 0p=0y=

Pertanto

1
PX+Y)=m;+my=0, Var(X+Y):a§+g§+2palaF§+—:1.

5. Si ha
file) = Noa (z), we Ry faly) = No 2 (v), y € IR;

ed essendo p = 0 segue che X e Y sono stocasticamente indipendenti. Inoltre, il numero
aleatorio —Y ha una distribuzione normale con parametri m = my = 0,0 = 0y = \/ii

Infine, dall’indipendenza di X,Y segue anche I'indipendenza di X, —Y. Allora

2.2
. 2 2.2 )
zm1t—alTe7,mt—02t _ 6z(m1+m)t

(034022 42
2

pz(t) = pxv(t) = ox(t)p-v(t) =¢ =e 7

pertanto Z ha una distribuzione normale standard.

6. Dev'essere fj;o fj;o f(x,y)dzdy = 1, ovvero

+oo +o00 e
/ dx/ ke‘(”?y)dy — .=
0 2 4

pertanto: k = 4. Inoltre, per x > 0, si ha

“+o0o
file) = [ ae ey =2,

»

con fi(z) = 0 altrove; quindi X ha una distribuzione esponenziale di parametro A = 2.
Allora

fi(z) 2% 22
1(:6) Sl(l‘) f;-oo 2e—2t ]t e—2z y T2 U,
con hi(x) = 0 altrove.
7. Si ha -
faly) = / 4 g = = 41— W),y =0,
0

con fa(y) = 0 altrove. Pertanto

DN | —
e~ =

“+oo +oo “+oo
PY)= / yfa(y)dy =2 / y-2e Wdy — / y-de Wdy =2-
0 0 0

Infine, essendo in generale f(x,y) # fi(x)f2(y), i numeri aleatori X e Y non sono stoca-
sticamente indipendenti.



