Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina - 17/9/2012)

(risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

)2 a2
. La densita congiunta di un vettore aleatorio (X,Y) ¢ f(z,y) = = C5E -2 Caleolare

e
la funzione caratteristica del numero aleatorio Z = X + Y e la probabilita p dell’evento
condizionato (7 < —1 + \/5) | (=1 — 0WhH < Z < -1+ 2\/3) (ricordiamo che per una
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2
. . . . . : _ o
distribuzione normale con parametri m,o si ha p(t) = ™ "27).

wz(t) = p=

. Dati 3 eventi A, B, C stocasticamente indipendenti, con P(A) = P(C) = %, P(B) = p,

con 0 <p<l,siaX =|Al+|B|eY = |B|+|C|. Calcolare: (i) il valore di p che rende
massima la covarianza di X,Y’; (ii) il coefficiente di correlazione di X,Y’, in funzione di p.

p: p:

. Dati due numeri aleatori X,Y, stocasticamente indipendenti e con uguale distribuzione
ipergeometrica H (4, 3, %), siaU =X+Y,V =aX —Y. Calcolare la probabilita condizion-
atap=P(X+Y >2| X +Y <4)eil valore di a tale che U,V sono incorrelati.

p: a =

. Un autoveicolo percorre in andata e ritorno un tratto di strada, impiegando un tempo
aleatorio (in ore) X + 1 in andata e Y + 2 nel ritorno. La densita congiunta del vettore
aleatorio (X,Y) ¢ f(z,y) = kxy, per (z,y) € Q = [0,1] x [0,1], con f(z,y) = 0 altrove.
Calcolare la costante k; inoltre, indicando con Z il tempo aleatorio totale di percorrenza,
calcolare la previsione m di Z e la probabilita p dell’evento (Z > 4).

k= m = p=

. Con riferimento all’esercizio precedente, stabilire se X e Y sono stocasticamente indipen-
denti e calcolare il valore xg tale che P(X > xy) = 2P(X < zy).

Indipendenza ? Ty =

. La densita congiunta di un vettore aleatorio continuo (X,Y) ¢ f(z,y) = ke *7Y per
r>0,5 <y <2z, con f(r,y) = 0 altrove. Calcolare la costante £k e la funzione di
rischio hy (y) per y > 0.

k= hy (y) =

. Da un lotto, contenente 4 pezzi buoni e 2 difettosi, si effettuano 6 estrazioni senza resti-
tuzione. Definiti gli eventi F; = "I'i-mo pezzo estratto e difettoso”, i = 1,...,6, calcolare
la probabilita condizionata a = P(E1Es| E3V Eg). Posto inoltre X = |Ey| + |E3| + |Es| e
indicando con m e ¢ la previsione e lo scarto quadratico medio di X, calcolare la probabilita
p=Pm—20 <X <m+o).

o = p:
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Soluzioni della prova scritta del 17/9/2012.

1. Si ha

too 1 @re? +eo 1 w32

fi(z) = - f(fv7y)dy=-~~=me >, faly) = . f(x,y)d:c:~-:2me 5,

con f(z,y) = fi(z)f2(y). Pertanto X ~ N_y1(x),Y ~ N32(y), con X,Y stocasticamente

2 ,
indipendenti, con ¢x(t) = e 47 oy (t) = 32 ¢ con

5t2

0z (t) = P(eitZ) _ ]P><€z‘t(X+Y)) _ ]P(eitX)P(eitY) = ox(D)py(t) = o—it—%

Quindi Z ha una distribuzione normale con parametri m = —1, 0 = v/5. Allora, osservando
che ®(1) ~ 0.8413, ®(2) ~ 0.9772, segue

p=P[(Z<-14+V5)|(~1-2V5< Z < —1+2V5)] = ;(:11:22\/\/555225:11:2@) -

P (-1 VE) -0 (-1 -2vE) @) -1+ ®(2)  0.8413—140.9772 0.8576
O s(-1+2V6) — P, s(-1-2v5) ®2)-1+(2) 2x09772—-1

2. Si ha Cov(X,Y) = Cov(|A| + |B|, |B|+ |C|) =

1
= Couv(|A],|B])+Cov(|A], |C])+Couv(|B], | B|)+Cou(|B|, |C]) = Var(|B]) = p(1-p) < 7,

_ 1 _
con Cov(X,Y) = ; per p =
p= XX — p(1-p)

oxoy — tip(i-p)-
(Nota: la funzione t = p(1 — p) cresce da 0 a }L al variare di p da 0 a %, mentre decresce
da i a 0 al variare di p da % a 1; inoltre, p = ﬁ_t e una funzione crescente di t; pertanto,
4
come funzione di p, il coefficiente di correlazione p assume il massimo % mp = %)

5. Inoltre Var(X) = Var(Y) = ; + p(1 — p); pertanto

3. Siha X € {1,2},Y € {1,2}, X + Y € {2,3,4}, con

px =ty =py=1=W6 _1_ by o pix ).

(5 2
P(X+Y:2):P(X:1,Y:1):P(X:1)P(Y:1):i:---:P(XJrY:ZL);
P(X+Y:3):P(le)P(Y:2)+P(X:2)P(Y:1):}1+}l:%.

Allora

PIX+Y>2X+Y <4) P(X+Y =3)

b= P(X +Y < 4) T PX+Y =2+ P(X+Y =3




P(X=1Y=2+P(X=2Y =1) 2
CPX=1Y=1)+PX=1Y=2)+P(X=2Y=1) 3’

Inoltre, osservando che Var(X) = Var(Y), Cov(X,Y) = Cov(Y, X) = 0, segue

Cov(U,V) =Cov(X+Y,aX—-Y) =aCov(X,X)—Cov(X,Y)+aCov(Y,X)—Cov(Y.Y) =

=aVar(X)—=Var(Y)=(a—1)Var(X) =0, pera=1.

. Si ha: fol fol krydrdy = --- = % = 1; pertanto: k = 4. Inoltre m = IP’
PX+Y)+3 conP(X+Y)= fol fol(:lr +y)dxydady = -+ - =
Pertanto: m =3+ 5 = 2. Infine p = P(Z > 4) = 1—P(Z§4

1 1— 1 1 5
:1—4/ da:/ mydyz---zl—?/ r(l+2® —22)dr=-=1—~-=—.
0 0 0 6 6

. Si ha fi(x f fa:ydy—f04xydy—2x fa(y f+°ofxydx—f04xydx—2y,
per 0 < x < 1,0 < y <1, con fi(z) = fo(y) =0 altrove Quindi f(z,y) = fi(z)f2(y) per
ogni (z,y); ovvero, X e Y sono stocasticamente indipendenti. Inoltre
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o) 1
P(X > z) =2P(X <1zy) — P(Xgazo):/ 2xd9:=:1:3=§, zo € (0,1),
0

da cui segue: zy = \/Tg

0
= k‘fo+ e~ 32%dy — k:f+oo e¥dy = k-2 —k-4 =% =1; pertanto: k = 3. Inoltre,
fissato y > 0, si ha

+o0 2u 400 2u
Sy(y):P(Y>y):P(Y>y,Xz()):/ duﬁ f(x,u)d:czi%/ e“du/ e Pdy =
Y 5 Yy

u

. Si ha 0+°° o fo,y)dedy = kf e dx jfx e Vdy = kf0+°° e (e72 — e W)dr =
2

2

Foo u +oo 3 3 +oo 3
= 3/ e (e —e ) du = 2/ —e 2"du — / 3e du = 2e72Y — e
Yy Yy 2 Yy

. Gli eventi E1, ..., Fg sono scambiabili; in particolare sono equiprobabili, con
P(E;) = P(E)) = %, P(E,E;) = P(E\Ey) = 1—15, E,E;E, =0;
inoltre P(ESES) = P(E{E5) = 2. Allora
_ PUE\B) A (ByV Eg) _ P(EaBs) 55 1
P(EsV Eg) 1-P(ESES) 1-2 9

Inoltre X € {0,1,2}, con X ~ H(6,3,3); quindi P(X) =np =1, 0 =y /npg(l — 3=%) =

2 ~ 0.6325, da cui segue: m —20 =1 —2\/% <0, m+o=1+ \/g € (1,2). Allora
I'evento (m — 20 < X < m+ o) coincide con 'evento (X < 2); quindi

p:P(m—20<X<m+0):P(X:O)—|—P(X:1):1_P(X:2):1_@)6([11) _



