Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina - 25/1/2013)
(risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

. Da un lotto L, contenente 6 pezzi buoni e 2 difettosi, si prendono a caso 3 pezzi da utilizzare
in un sistema S nel quale uno dei pezzi € messo in serie con un modulo nel quale sono
disposti in parallelo gli altri due pezzi. Sia X il numero aleatorio di pezzi difettosi fra i 3
pezzi estratti da L. Calcolare: (i) la probabilita p che sia possibile far funzionare S; (ii) la
probabilita « che sia possibile far funzionare S, supposto che almeno uno dei 3 pezzi sia
difettoso.

p: o =

. Siano Y e Z due numeri aleatori stocasticamente indipendenti e con distribuzione di prob-
abilita uguale a quella del numero aleatorio X dell’esercizio 1. Posto U =Y + Z, calcolare
la funzione caratteristica ¢ (t); inoltre, utilizzando ¢y (t), calcolare la previsione p di U.

wu(t) = p=

. La densita congiunta di un vettore aleatorio continuo (X,Y) ¢ f(z,y) = % per (z,y) €
[0,2] x [0, 1], con f(x,y) = 0 altrove. Calcolare: (i) la probabilita p dell’evento condizionato
(Y > X | X <1); (ii) la funzione di ripartizione Fy di Y.

p= Fy(y) =

. Dato un numero aleatorio continuo X, con X ~ N,,,, stabilire se, fissato k& > 0 e posto
a=PX >m+2ko|X >m+ko), f =P > 2k 2 > k), vale 'uguaglianza
a = (. Inoltre, posto m = 2,0 = 1,Y = 3X — 2, calcolare la probabilita condizionata
p=P1<Y <T7| -2<Y <10).

. Si assuma che la probabilita di ottenere Testa lanciando una moneta difettosa sia p, con
0 < p < 1. Definiti gli eventi F; = "nell’i-mo lancio esce Testa”, i = 1,2, ..., calcolare:
(i) la probabilita a = P[EyFEy A (E3 V Ey)] in funzione di p; (ii) il valore di p tale che
P(E\Ey | EyV EyV E5) = %

o= p:

. La densita congiunta di un vettore aleatorio continuo (X,Y) ¢ f(z,y) = ke™* Y, x > 0,
§ <y <2z, con f(zr,y) = 0 altrove. Calcolare la costante k e la funzione di rischio hs(y)
diY.

. Le ipotesi per un’urna di composizione incognita sono due: (i) 'urna contiene 2 palline
bianche e 1 nera (ipotesi H); (ii) I'urna contiene 1 pallina bianca e 2 nere (ipotesi H¢).
Dall’'urna si effettuano estrazioni con restituzione; definiti gli eventi E; = "I"i-ma pallina
estratta € bianca”, i = 1,2, ..., e supposto P(H) = p, stabilire per quali valori di p gli eventi
E,, E5 sono correlati. Inoltre, calcolare P(E)|Ey) e verificare se P(H|E\ES) = P(H).

pe P(Ey|Ey) = P(H|E\E3) = P(H) ?
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1. Siha X ~ H(8,3,1), con P(X =k) = (k)((;)—k), k =0,1,2; quindi

B _ P(X<L,X>1) P(X =1) 5
e=PX1X21)= P(X>1)  PX=1)+P(X=2 6

2. Posto P(X = k) = pg, si ha px(t) = >, pre™ = %;*362“, con py (t) = oz (t) = px(t);
allora

10 + 15¢it + 3e2it\ 2
28 '

pu(t) =P(e") = P(e"™ ) = P(e"™)P(e"?) = oy (t)pz(t) = lpx(1)]* = (

Inoltre, osservando che px(0) =1 e che gpg];)(()) = i*P(X*), si ha

15ie® + Gie*t ; 152460 3

pu(t) = 20x (1) (t) = 20x (1)

pertanto: p=P(U) = 3.

1

3. Siha P(X < 1) = fol d:vfol Hdy = %fol [:By+y2—2]0d:v = %fol(m + 1)dz = 3; inoltre
1

PY > XX < 1) = [ide [} 50y = § [} ey + %] dr = § ) (04§~ 32%) do = §.

Pertanto: p = % = % Osservando poi che Y € [0, 1], segue Fy(y) = 0 per y < 0;

Fy(y) =1pery>1;perye (0,1) si ha

Fy(y):P(Yéy)Z/Oyfg(t)dt:/Oydt/:f(:p,t)dx:/Oydt/:x;tdx:

2

1 (Y [2? 1 Y 1 [2? y? y? + 2y
= | | tat| dt== [ 2+20)dt=-|= | = .
3/0 {2+$L 3/0<jL ) 3{21/—1—1:210 3




4. Osservando che (X > m + 2ko) = (52 > 2k) ¢ (X > m+ ko) = (352 > k), segue

X — X —
:P(sz+2ka\xzm+ko):13< oo 2= " >k) =5
o o
Inoltre, ricordando che da X ~ N, , segue ™ ~ N, si ha
_B_P(Xm>2k: m>k;) P(Xm > 2k) 11— ®(2k)
CTUT T RER>R T PEEzR 1-0k)

Infine, Y ~ Ny 0y, CON My =3m — 2 =4,0y = 30 = 3; ovvero Y ~ Ny3. Allora
PI<Y<T7,-2<Y<10) PALSY<ZT)

P(—2 <Y <10) P(-2 <Y <10)
Dy 5(7) — Pys(1) (1) —d(—1) 2d(1)—1 2x0.8413—1

— = = ~ ~ 0.7152.
Dy3(10) — dy3(—2)  P(2) — P(-2) 20(2) -1 ~ 2x0.9772—1

p=P1<Y <7 -2<Y <10) =

. Gli eventi Fy, ..., Ey; sono indipendenti ed equiprobabili, con P(FE;) = p; allora:

a = P[E\EsN(E3VE,)| = P(E1EyEsVE\EyEy) = P(EVEyEs)+P(EVEyEy)—P(E EyEsEy) =

=p®+p3 —p' =p*(2 — p). Inoltre
PE\E, N (E\V B,V Ey)]  P(E\E) _ p?
P(E,V EyV Ey) 1 — P(E{ESE;) — 1—(1—p)

P(E1E2|E1\/E2\/E3) -

p 1 2 —
= & @ @ = e -6 3=0 O<p<l) < =3 6 ~ 0.55.
3=3p+p* 3 p P+ , (0<p<1) p V6
. Si ha: + fzxf(x,y)dxdy——k:er |

—e” 2% k:f 2(e77 — e ) dy =
2kf+°°3*%‘”dx—%kf0+ —?mdx—gk

17, 1. _ _
3k =3k =1; pertanto k = 3. Inoltre

2y 2y [
fo(y) = / e " Vdr = 3ey/ e vdr =3¢ V(e t —e W) =3¢ 2¥ — 3¢

ke

+oo +o0 3 3 +o0o 3
Sa(y) = fa(t)dt = 2/ 3 e zldt — / e dt = 2e72Y — e,
y y

Y

: f2(y) 3¢5 Y _3¢-3y 3¢5 Y3
da cui segue: ho(y) = &5 = - = %€ 3
29) T 9emBY -3y 2e3V_1
. Gli eventi E1, Es, ..., sono scambiabili, con

PIE) = P(Ex) = PBIH)P(H)+ PELEPU) = Sty (1-p) = T+ € 5]

P(E\Ey) = P(E\Ey|H)P(H) + P(E, Eo| HY)P(H°) = §p+ % (-r)=gpige B g}

P(E\Es) _ 5ptg _ 3p+l 12 N
allora P(Ez|E1) = (;;1)2 o §p+§ B 3§+3 < [5’ 3} e si ha
1—
P(Es|Ey) — P(E,) = % — l —z = - = §Epff§ > 0, Vp € (0,1); ovvero F;

ed E5 sono correlati positivamente per ogni p € (0,1). Inoltre, dalla scambiabilita segue

P P
P(E\|Ey) = B30 = B82) — P(Ey|Ey) = 24 Tnfine

P(H)P(E\ES|H 2p
9

P(H)P(E\E§|H) + P(H®)P(E\E§|H®) — 2p+



