Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Ing. Mecc. - Latina - 12/2/2016)
(risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

. Date due urne U e V, ciascuna contenente 2 palline bianche e 3 nere, da ogni urna si
tolgono a caso quattro palline. Sia X il numero aleatorio di palline bianche estratte da U
ed Y il numero aleatorio di palline bianche estratte da V. Calcolare Cov(—X +Y, X —Y);
inoltre, calcolare la previsione di X2 4+ Y? e la funzione di ripartizione di Z = X + Y.

Cov(—X+Y,X-Y) = P(X?4+Y?) = F(z) =

. La densita di probabilita di un numero aleatorio continuo X € [0,4] ¢ f(z) = cz, per
x € [0,4], con f(x) = 0 altrove. Calcolare la costante ¢; inoltre, fissato xg € (0,2),
determinare (in funzione di zy) il valore x; tale che F(z1) = 4F (zy).

C = Ir =

. Da un gruppo di 6 studenti, dei quali solo 2 sanno risolvere un certo quesito, viene estratto
a caso un sottoinsieme di 3 studenti. Successivamente, (con estrazioni a caso senza resti-
tuzione), ad ognuno dei 3 studenti del sottoinsieme viene sottoposto il quesito. Definiti gli
eventi H, = ”r dei 8 studenti sanno risolvere il quesito”, r = 0,1,2, A; = "l’i-mo studente
scelto a caso sa risolvere il quesito”, calcolare P(A;),i =1,2,3, P(Hy| A1) e P(A; | As).

P(A;) = P(Hy | Ay) = P(Ay|Ag) =

. Dati 3 numeri aleatori X, con distribuzione normale standard, ¥ =2X+1, Z =2X —1,
calcolare: (i) a=P(Y >3|Z>-3); (i) B=PY +Z<4|Y +7Z<8).

o= b=

. La densita congiunta f(z,y) di un vettore aleatorio (X,Y’) & costante per (x,y) € T, dove
T ¢ il triangolo di vertici i punti (1, 3), (3,3),(3,1), con f(z,y) = 0 altrove. Stabilire se X
e Y sono stocasticamente indipendenti; inoltre, calcolare la funzione di ripartizione di X e
la previsione di XY'.

Indip. stocast. ? Fi(z) = P(XY) =

. Un sistema S € composto da due dispositivi in serie, con rispettive durate aleatorie fino al
guasto X e Y, stocasticamente indipendenti e con funzioni di rischio hy(x) = 2, Vx > 0, e
ho(y) = 2, Vy > 0. Calcolare la funzione di ripartizione e la funzione di rischio del tempo
aleatorio Z di durata fino al guasto di S.

Fy(z) = hz(z) =

. Da un’urna contenente quattro palline, tre delle quali numerate con il numero 1 e una con
il numero 3, si effettuano due estrazioni senza restituzione ottenendo dei risultati aleatori
X e Y. Calcolare la funzione caratteristica del numero aleatorio Z =Y — X.

pz(t) =
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Soluzioni della prova scritta del 12/2/2016.

1. Siha X € {1,2}, Y € {1,2}, con X e Y stocasticamente indipendenti e con

P(le):P(Yzl):ng, P(X=2)=P(Y =2) = @5@) _3

1) 5 (W) 0
X ed Y hanno la stessa distribuzione ipergeometrica H (5,4, ), con P(X) = P(Y) = §,
Var(X) =Var(Y) = 5, Cov(X,Y) = 0; pertanto, osservando che
12
Cov(X-Y,X-Y)=Var(X-Y) =Var(X)+Var(Y)-2Cov(X,Y) = Var(X)+Var(Y) = %
si ha: Cov(—X +V, X —Y) =—-Cov(X -V, X —Y) = —2. Inoltre
28
P(X?+Y?) =P(X?) +P(Y?) = Var(X) + [P(X)]* + Var(Y) + [P(Y)]* = =
Infine: Z € {2,3,4}, con P(Z = 2) = P(X = 1,Y = 1) = 2.2 = 4 P(Z = 4) =
=P(X=2Y=2)= g gz =, P(Z =3)=2. Allora: F(z) =0, per z < 2; F(z) =5,
per2<z<3; F(z) = , per3<z<4; F(z)=1,perz>4
2. Si ha: fo r)dr = fo cxdr = §[2?]) = 8¢ = 1, da cui segue: ¢ = 3. Inoltre, fissato

xo € (0,2), si ha: F(:L‘O)—IG, F(z,) = %:4 16,daculsegue x1 =2z € (0,4).

2 4
3. Si ha P(H,) = %, r=0,1,2; quindi: P(Hy) = £, P(Hy) = 2, P(H) = ;. Inoltre,
3
gli eventi A, Ay, A3 sono scambiabili, con P(A;|Hy) =0, P(A|H,) =3, P(A|H) =2;
pertanto
- 1 13 21 1
P(A)) = P(Ay) = P(A3) = P(AJ|H)PH,)=0-—+=--—-+--—-=—.
() = PUts) = P(A9) = 3 PCOIHPUR) =05 455 45 5=
Inoltre: P(Hy| A1) = % = ﬁ = 2. Infine, osservando che
! 3
21 1
(A AQ‘H()) — O P(A1A2’H1> - O P(A AQ‘HQ) g 5 - g,

si ottiene: P(A1A4y) = 3.2, P(AAg|H,)P(H,) = P(A,Ay|Hy)P(H,) = 31t =, dacui

segue: P(A;|Ay) = PAids) _

P A (A; e As sono correlati negativamente).
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4. Siha
P(X>1) 1-PX<I1)

:P(2X+1>3\2X—1>—3):P(X>1|X>—1>=P(X>_1)—1_p(X<_1):

1—®(1) 1—-®(1)  1-—0.8413
T 1-a(-1) @) 08413
P(X<1)  ®(1) _ 08413
P(X<2) ®(2) — 09772

~ 0.1886.

B=PAX <4[4X <8 =P(X <1|X <2) = ~ 0.8609 .

= 0 altrove. Allora,

2 )
3,1) e x +y = 4, segue

5. L’area di T & 2, pertanto: f(z,y) = %, (z,y) € T, con f(z,y
osservando che I'equazione della retta passante per i punti (1, 3), (

3 T — 3 _
= [ st="g eensl p) = [ gar=os yeal,

Y

con fi(z) =0, fo(y) = 0 altrove. Essendo flzyy) # filx)fo(y), X e Y non sono stocasti-
camente indipendenti. Inoltre: Fy(z) = [*__ fi(t)dt =0, per x < 1; Fi(z) = [ Stdt =

@=1)7 1) , per x € (1,3); Fi(z) =1, per x 2 3. Infine
P(XY) // xyf(x,y)dedy —/ dx/ —:Cydy == _Z_l/ (Tz—8z*+a)dr = -+ =
4—x

6. Si ha
fi(@) = hy(x)e  Jom®dt — .o — 9672 1 >0.  fyly)=---=2e¥, y>0;
ovvero: X ~ Exp(2), Y ~ Exp(2). Essendo Z = min{X, Y}, per ogni z > 0 si ha
Sy(2)=P(Z>2)=P(X >2Y >2)=P(X >2)P(Y >2) = %e ¥ =",

da cui segue: Fz(z) =1 — Sz(2) =1 —¢e*, 2 > 0. Inoltre: fz(z) = —Sy(z) = 4e7 %,
ovvero Z ~ Exp(4). Allora

7. Siha (X,Y) e {(1,1),(1,3),(3, 1)}, Z € {—2,0,2}, con

(Z=-2)=(X=3Y=1), (Z=0=(X=1Y=1), (Z=2)=(X=3Y=1),
1. 1 32 1 31 1
P(X=3Y=1)= 1= P(X=1Y=1)=75=7, P(X=1Y=3="2=_.
1 1 1
P(Z=-2)=7, P(Z=0)=3, P(Z=2)= .

Pertanto

Z an €424 € 1+ cos2t
4 2



