1 Compito 1 del 18 Giugno 2009

E.1

(ii) La successione é definita per x # 0. Si ha convergenza puntuale per
e” —1 > 1, cioé per |x| > /Iog2 (insieme di convergenza puntuale) e la
funzione limite é

0 |z > log2

1z = Viog2.

La convergenza non ¢ uniforme in tutto 'insieme di convergenza puntua-

le perché il limite f(z) é discontinuo. Si ha convergenza uniforme in ogni
insieme del tipo |z| > a > /log 2, infatti

1 1
gn = SUp = )
|z|>a ’(612 - 1)”‘ (GQZ - 1)”
e lim g, =0.
E.2

(i) Una funzione continua a tratti in [a, b] ¢ una funzione che in [a, b] ha al pia
un numero finito di discontinuita di tipo eliminabile o di salto. E’ continua

a tratti in R se lo é in ogni intervallo [a, b], con a,b € R.

(ii)Una funzione di quadrato sommabile in [0, 7] é una funzione tale che

[ <o

(iii) La funzione é continua a tratti in R per o > 0, é di quadrato sommabile

1
in [0, 27) per a > —3



E.3

(i) I punti singolari sono z; = 2kmi, k € Z. Per k = 0 si ha una singolarita

eliminabile infatti 5

lim = lim 2% =0.
z—0 % — z—0

Per k # 0 si hanno poli semplici infatti

3 3

. . . _ . Z o . — _ . 3 — 3 3
legl}gm e 1(2 2kmi) = Zlgilm T 1(2 2kmi) = (z—2kmi) 8k°°1.

(ii) Dentro la curva cadono le singolarita z = 0, z = 27i e dunque

23 23 23
/ dz = 2mi [res ( ,O) +res ( ,27ri)1 = 27i(—87%i) = 167*.
L e5—1 e —1 e —1

E.4

(i) Si ha f(z) = el=3Eeglz+1),
L’insieme di definizione ¢ C\ {—1}.
L’insieme di olomorfia ¢ C\ {z =z +1y: 2 < -1,y = 0}.

(ii) In z = —2 la funzione non é derivabile.

In 2 = 0 é derivabile con derivata

F0)=(z+1)773 (Log(z +1) + %) .m0 = —3.

E.5

1 o —st 1 1—em 1
8) LLFON) = g || €= i = ey
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E.1

(ii) La successione é definita per x > 0. Si ha convergenza puntuale per

eV® —1 > 1, cioé per x > (log2)? (insieme di convergenza puntuale) e la

2



funzione limite é

x > (log2)?
fa) = 0 > (log2)
1 z = (log 2)*.

La convergenza non ¢ uniforme in tutto l'insieme di convergenza puntua-
le perché il limite f(x) é discontinuo. Si ha convergenza uniforme in ogni

insieme del tipo z > a > (log 2)?, infatti

1 1
n = Su = )
I e = T @Ry
e lim g, =0.
E.2

(i) La serie di Fourier di una funzione f(x) periodica di periodo 7" converge

in media quadratica se

lim (f(z) — Sp(z))*dx = 0,

n—oo 0

dove S, (z) ¢ la somma parziale n-ma della serie di Fourier di f(x), cioé

Su(z) = % + Z lay, cos(kx) + by sin(kx)]
k=1

con ay, by, coefficienti di Fourier di f(z).

(ii) Sia f(x) periodica di periodo T, generalmente continua in [0,7] e tale

che

[ i<

(f(x) di quadrato sommabile), allora la sua serie di Fourier converge in media
quadratica.
1

(iii) Si ha convergenza in media quadratica per o > ~3



E.3

(i) I punti singolari sono z; = 2kmi, k € Z. Per k = 0 si ha una singolarita

eliminabile infatti )

lim =limz =0.
z—0 % — z—0

Per k = 0 si hanno poli semplici infatti

2 2,2

lim —~ 1(2—2krm') lim —— ——(2—2kmi) = (z—2kmi)* = —4k*7°.

z—2kmi €% — 2 —2kmi e 2kmi ]

(ii) Dentro la curva cadono le singolarita z = 0, z = 27i e dunque

2 2 2
/ : dz = 2mi [7’68 ( : ,O> + res < : ,27m')} = —81%.
L er—1 er —1 er —1

E.4

( ) Si ha f( ) —e z+5)Log(z72).
L’insieme di definizione é C\ {2}.
L’insieme di olomorfia é C\ {z =z +iy: 2 <2,y = 0}.

(ii) In z = 1 la funzione non ¢ derivabile. In z = 3 ¢ derivabile con derivata

£(3) = (2 — 2)* (Log(z _g) 4 2T 5) ey = 8.

z—2
E.5
(iii) Si ha fx H(t) /f t—T)dT:/Of(T)dT
Dunque (f * H)' (t) = f(t) V¥t >0.



