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(ii) La serie di funzioni é una serie di potenze di centro zop = 1 e con a,, =

Il raggio di convergenza ¢ R = 1:

|ana| eV /i n
= — = [ — —1 er n — 00.
@] Wardler] Vuti P

Per la teoria delle serie di potenze abbiamo che

I={z€C:|z-1] <1}
é l'insieme di convergenza assoluta e puntuale della serie;
J={z€C:|z—-1|<a< 1}
é l'insieme di convergenza totale e uniforme.

Non possiamo usare Abel per estendere I'uniforme fino al bordo poiché per

|z — 1] = 1 abbiamo
+oo +oo 1
AR JRIES
n=1 n=1 \/ﬁ

E.2

(ii) Si considera la successione di funzioni f,(z) = sin (\/§> + 1. 11 limite
n

puntuale in [0, 1] é la funzione f(z) = 1:

sin(\/§>+1—>1 per n — oo.
n

In [0, 1] la convergenza é uniforme:

. x . x 1
sup |sin (\/j) +1—1| = sup |sm(\/j)| = \/j—>0 per n — 00.
z€[0,1] n z€[0,1] n n

L’estremo superiore si ottiene per x = 1 poiché in [0, 1] la funzione é crescente.



Data la convergenza uniforme in [0, 1], posso applicare il teorema di passaggio

al limite sotto segno di integrale:

1 . 1 p 1
lim (sin <\/i) + 1) dzr = / lim (sin (\/i) + 1) dr = / ldzx =1.
n—oo 0 n 0 n—oo n 0
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(i) L'unica singolarité per f(z) e per g(z) é il punto z = 2.

Sviluppando in serie di Laurent intorno alla singolarita si trova

R By (S D 1
f(z) =sin _2 (2n + 1)! (z — 2)tn+2"

Lo sviluppo ha infiniti termini nella parte singolare e dunque z = 2 é una

singolarita essenziale per f(z). Analogamente

+OO S n
g(2) = (= 2)Psin—— =3 (-1) 1

(2 —2) (2n+ 1)! (z — 2)21

n=0

Anche qui ci sono infiniti termini nella parte singolare e dunque z = 2 é una

singolarita essenziale anche per g(z).

(ii) I residui sono rappresentati dai coefficienti c_; dello sviluppo in serie:

res(f(z),2) =0, res(g(z),2) = —=.

E.5

Trasformando in Laplace tutta ’equazione differenziale si trova

sL(y) — 1+ L(y) = %



da cui si ricava

1 1 1 1 s

L(y) = + = +- -

$2+1  s(s2+1) 241 s 241

Antitrasformando si trova

y(t) =sint — cost + 1.
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(ii) La serie di funzioni é una serie di potenze di centro zp = 5 e con a,, =

e~ y/n. 1l raggio di convergenza ¢ R = 1:

|a"+1|—|€_i(n+1)|"n+1|— n+1_)1 er n — 0o
@l Jemlval  V n P '

Per la teoria delle serie di potenze abbiamo che

I={z€C:|z-5] <1}
¢ l'insieme di convergenza assoluta e puntuale della serie;
J={z€C:|z-5|<a< 1}

é I'insieme di convergenza totale e uniforme.

Non possiamo usare Abel per estendere I'uniforme fino al bordo poiché per

|z — 5] = 1 abbiamo

+oo +o0
n=1 n=1



E.2

(ii) Si considera la successione di funzioni f,(z) = Vi 1 limite puntuale in

[0,2] é la funzione f(x) = 1:
e\/% — 1 per n — oo.
In [0, 2] la convergenza ¢ uniforme:

sup \e\/g—1|:e\/g—1—>0 per n. — 00.
z€]0,2]

L’estremo superiore si ottiene per x = 2 poiché in [0, 2] la funzione é crescente.

Data la convergenza uniforme in [0, 2], posso applicare il teorema di passaggio

al limite sotto segno di integrale:

2 2 2
lim e\/fdx:/ lim e\/% dx:/ 1ldx = 2.

E.3

(iii) Si ha |e*| = (). Deve dunque essere Re(z) = 2. Concludiamo che

I'uguaglianza é verificata per ogni z € C con parte reale uguale a 2:

z =2+, y € R.

E.4

(i) L'unica singolarité per f(z) e per g(z) é il punto z = 1.

Sviluppando in serie di Laurent intorno alla singolarita si trova

L X1
f(Z)ZGHZZam'
n=0

Lo sviluppo ha infiniti termini nella parte singolare e dunque z = 1 é una

singolarita essenziale per f(z). Analogamente

+oo
g(z) = (= = D1 = Y % (Z_lﬁ

n=0



Anche qui ci sono infiniti termini nella parte singolare e dunque z = 1 é una

singolarita essenziale anche per g(z).

(ii) I residui sono rappresentati dai coefficienti c_; dello sviluppo in serie:

res(f(z),2) =1, res(g(z),2) = %
E.5

Trasformando in Laplace tutta ’equazione differenziale si trova

s?L(y) —1—L(y) = =,

da cui si ricava

1 2 12 2
L(y) = + = —+

$2—1  s(s2—1) -1 s s2—1

Antitrasformando si trova

y(t) = sinht — 2 + 2 cosh t.



