1 Compito 1 del 20 Luglio 2010

E.1

(ii) La serie data é una serie telescopica e dunque la successione delle somme

parziali si riduce a

(sen(a?)

Sp(z) = sen(z?) — 1

Il calcolo del limite é semplice:

Limy, 00 Sn () = sen(z?),

2\\n+1 1
poiché (sen(z”)) — 0 per n — oo. La convergenza é uniforme
n+1 n+1
su tutto R dato che
2\\n+1 1
supg|S,(x) — sen(z?)| = supg]| (Sez(i? | = e 0 per n— 0.

E.2

Possiamo scrivere
1—=x
log (?) =log(l —z) —log(2)

e, sfruttando lo sviluppo in serie di potenze del logaritmo, otteniamo

00 . N l,n—i—l 00 l_n—i—l
log(1—x)—log(2) = > (—1)" (-1) “n—H—log@) -—> oy loa(2)-
n=0 n=0

La derivata richiesta é
(5) _ _ L _
f(0) =as5b! = 55!— 4! = —24,

1
n+1

essendon+1=>5ea,; =—



E.3

Sfruttando le condizioni di Cauchy-Riemann abbiamo

= Leos(y) = v,

Uy = —€
uy, = —e " sen(y) = —v,.
Integrando rispetto a y la prima espressione otteniamo

v=—e ""sen(y) + h(x);

integrando rispetto a x la seconda otteniamo

xT

v=—e"lsen(y) + g(y).

Da cui ricaviamo h(z) = ¢g(y) = ¢, con ¢ € R. Concludiamo che la funzione

—x—1

v(x,y) cercata é v(z,y) = —e " 'sen(y)+c, con ¢ € R. La funzione olomorfa

richiesta é f(x,y) = u(z,y) +iv(z,y).
D.1

La curva v assegnata é una circonferenza di raggio 3 e centro 'origine. La
funzione integranda |z|cos(z) non é olomorfa nell’insieme di cui v ¢ il bordo.

Possiamo notare che su « si ha |z| = 3 e dunque

/ |z|cos(2)dz = 3/cos(z)dz =0,
v 0

essendo cos(z) olomorfa e v una curva chiusa contenuta nell’insieme di olo-

morfia.
D.2
(ii) La funzione e* F'(s) ha due poli doppi in £2i. Calcoliamo i residui:
d
res(e’ F(s),2i) = lims_%d—e“ F(s)(s — 2i)? =
s

e*[(4st +4)(s + 2i) — 8s] te%t‘
(s + 2i)3 20

= limg_9



d
res(e® F(s),—2i) = lim8—>—2id_68t F(s)(s+2i)* =
s

e*[(4st +4)(s — 2i) — 8s] te_%t
(s —2i)3 2

= lime__y;
Abbiamo dunque

Qa+i00 e2it _ o—2it
/ e*' F(s)ds = res(e® F(s),2i)+res(e® F(s), —2i) = t? = tsen(2t).
a—1i00 v
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E.1

(i) La serie data é una serie telescopica e dunque la successione delle somme
parziali si riduce a
(cos(2x))+!
S,(x) = cos(2z) — —m—F—.
(2) = cos(20) - 22
Il calcolo del limite é semplice:

limy,—00Sn(z) = cos(2x),

(cos(2x))™ 1 1

n+1 n+1
su tutto R dato che

poiché — 0 per n — oo. La convergenza é uniforme

(cos(?x))"“‘ 1
n+1 S+l

supgr|Sy(z) — cos(2x)| = supg| — 0 per n— 0.

E.2

Possiamo scrivere

1-2
log ( 3 x) =log(1 — 2x) — log(3)
e, sfruttando lo sviluppo in serie di potenze del logaritmo, otteniamo

log(1—-22)—log(3) = 3 (~1)" (_1>n+l%_




La derivata richiesta é

26
F9(0) = ag 6! = -5 6L
2n+1
d 1=6 ntl = — .
essendo n + € Apt1 1

E.3

Sfruttando le condizioni di Cauchy-Riemann abbiamo

u, = —2e'"*cos(2y) = v,

1722 5en(2y) = v,

Uy = 2e
Integrando rispetto a y la prima espressione otteniamo
v = —e'"*sen(2y) + h(z);

integrando rispetto a x la seconda otteniamo

v=—e"*sen(2y) + g(y).

Da cui ricaviamo h(z) = ¢g(y) = ¢, con ¢ € R. Concludiamo che la funzione

v(z,y) cercata é v(zr,y) = —2e'"**sen(2y) + ¢, con ¢ € R. La funzione

olomorfa richiesta é f(z,y) = u(z,y) +iv(z,y).

D.1

La curva v assegnata é una circonferenza di raggio 2 e centro il punto (1,0).

La funzione integranda |z — 1|sen(z) non é olomorfa nell’insieme di cui 7 é

il bordo. Possiamo notare che su v si ha |z — 1| = 2 e dunque

/ |z — 1|sen(z)dz = 2 / sen(z)dz = 0,
Y Y

essendo sen(z) olomorfa e 7 una curva chiusa contenuta nell’insieme di

olomorfia.



D.2

(ii) La funzione e F(s) ha due poli doppi in +3i. Calcoliamo i residui:
st , : d 9
res(e® F(s),31) = lzmsﬂgid—e F(s)(s — 3i)* =
s

e (t(s* — 9) + 2s)(s + 3i) — 2(s* — 9)] _ teau‘
(s + 3i)3 2’

= lims—>3i

d
res(e® F(s), —3i) = limsﬂ,gid—e“ F(s)(s+ 3i)* =
s

e[(H(s* = 9) +2s)(s = 3i) — 2 — )] _ e
(s — 3i)3 2

= lzms—> —3i
Abbiamo dunque

afico o3It | =it
/ e F(s)ds = res(e® F(s),3i)+res(e F(s), —3i) = t# = tcos(3t).

—100



