SOLUZIONI COMPITO del 8/01/2013
ANALISTI MATEMATICA I-9 CFU
ENERGETICA

TEMA A

Esercizio 1
Innanzitutto osserviamo che il limite proposto puo essere riscritto nella forma

379“( =) log [1+Sin ey ]

, 1
lim e'(+r
n—-+o0o

Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per la funzione ¢t — log(1 + ¢) e per la funzione

t — sint, con t = —— otteniamo
n+1’

lo 1+Lfsin L bt +0i71+0i
& n+1 n+1) n+1 2(n+1)2 n? n+1 n?

BT AN
- 2(n+1)2 °\n2 2n?’

Inoltre, ricordando che, per a > 0,

1 1 1

sin ~ ~—
(n+2)* (n+2)* no

1
log [1+sin ——x| ~
g{ <n+2>}

ricaviamo

1 1 1 1
log [1 + sin a] ~ log [1 + sin a}
log (1+ ﬁ) —sin (n%_l) (n+2) — 5z (n+2)

—2n2log [l +sin1] — —oo se a = 0;

N —0o0 se 0 < a <2
—2n2(n+1)a~—nfz—>{—2 se a = 2;
0 se a > 2.

Quindi, per il limite proposto avremo

L log 1+sinﬁ 0 se 0 <a< 2;
lim elog(H%ﬂ)_Si"(n}rl) [ o ] = { 1/62 se o = 2;
e 1 se o > 2.

Esercizio 2
Ponendo z = a + ib possiamo riscrivere I’equazione proposta nella forma

a+ib+iva2+b2=+a2+b2+a>—b?,
da cui ricaviamo il sistema

b<o0,

— va?+b2=-b,

a+b=(a—0b)(a+0),

a=+va2+b2+a% -2,

b+ Va2 +b>=0,

b<0, b<0,
= a=—b che fornisce a = b = 0; oppure a=b+1 che fornisce a =0e b= —1.
V2a=a, 20° +2b+1 =02,
Quindi, I’equazione proposta ha come soluzioni z =0 e z = —i.



Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e non
omogenea, la cui equazione caratteristica associata & A2 + X\ — 2 = 0. Essa ha come soluzioni A\ = 1; -2,
pertanto l'integrale generale dell’equazione omogenea associata sard yo(r) = C1e® + Coe™2*. Dal metodo
di somiglianza otteniamo che, per o # £1, una soluzione particolare y,(z) sara della forma y,(z) = Ae®’r,
Derivando quest’ultima due volte ed inserendo nell’equazione completa si ricava

Aate®™ + Aa%e®® — 246" = 20T  —  A(at+a2-2)=2,

da cui A = 2/(a* + a? — 2). Se, invece, a = 41, sempre utilizzando il metodo di somiglianza, otteniamo
che una soluzione particolare y,(x) sard della forma y,(x) = Aze”. Derivando quest’ultima due volte ed
inserendo nell’equazione completa si ricava

24e” + Axe” + Ae” + Axe” — 2Axe” =2 — 3A=2,
da cui A = 2/3. Pertanto, l'integrale generale dell’equazione completa sara

Cre® + Coe™2% + m e’z se a #£ +1;
y(x) =

Cre® + Cre™2® + %xez se o = £1.

Esercizio 4
Per determinare il campo di esistenza E della funzione proposta, dobbiamo imporre le seguenti condizioni

{ |log?(2z + 1) — 3log(2z + 1)| # 0, { log(2x + 1)(log(2x + 1) — 3) # 0,
_—

2% +1>0, x> —1/2,
51
TA0, @A
2
x>—1/2.
Quindi, F = (—%,O) U (0, 632_1) U (932_1,—&-00). Inoltre
lim f(z) =400 = 1z = —1/2 ¢ asintoto verticale;
T——5
lim f(z) = —o0 = =0 ¢ asintoto verticale;
lim flz) =—o00 = = e?’T_l e asintoto verticale;
e3-1
2
lim f(z)= HI_P log(log? x) = +00 == mon c’¢ asintoto orizzontale né obliquo.
T— 100

T— 400

Esercizio 5
L’affermazione (A) & corretta, poiché per ipotesi a,b, = o (#) = 0(1)# < C# e la serie armonica

generalizzata di termine # converge.
2
s : 5 . . . — 1 - 1 isiri 4p — 1 e i
L’affermazione (B) ¢ falsa, basta considerare a,, = wloen eb, = NG da cui si ricava B = nlogn che ¢ il
termine generale di una serie divergente.
1 1 nag| _ 1

, . . . _ 1 Co _
L’affermazione (C) ¢ falsa, basta considerare a, = 17— e by, = 7 da cui si ricava ’( 1) 7 TogTn
che ¢ il termine generale di una serie convergente.

2
L’affermazione (D) & corretta, poiché per ipotesi 22 = 0(1;) — +00, quindi non & soddisfatta la condizione

n

necessaria per la convergenza.



TEMA B

Esercizio 1
Innanzitutto osserviamo che il limite proposto puo essere riscritto nella forma

2 T ) log [1+tan

hm etau(%)farctau(;
n—-+oo

roeT)

Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al terzo ordine per la funzione t — tant e per la funzione t — arctant,

cont= %, otteniamo
; 1 ‘ 1 1 n 11 n 1 1 n 11 n 1
an(— ) —arctan | — | =—+-—+o0| = | ——4+-—5+o| —=
n n n  3n3 n3 n  3n3 n3
21 n 1 2
- — o\ = | ~¥ 5 =-
3 n3 n3 3n3
Inoltre, ricordando che, per a > 2,

1 1
_— ~ t ~ ~
(’/l + 1)(12:| an (’/l + 1)a72 (TL + 1)0472 noe—2 ’

log [1 + tan

ricaviamo

2

tan (%) — arctan ( 1)

n

log

1 2 1
1 +tanﬁ ~ 3 log 1 +ta,nﬁ
(n+1) (n+1)

3n3

3n3log [l + tan 1] — +oo se =2
400 se 2 < o < b

) 3n? o~ 2 {3 se a = 5;

0 se a > 5.

Quindi, per il limite proposto avremo

— 2 ———— log|l+tan —1— +00 se 2 < a<bh;
lim eron(a)—ereren(3) [ =] _ {es sea=5
n— o0
1 se a > 5.

Esercizio 2
Ponendo z = a + ib possiamo riscrivere ’equazione proposta nella forma

a+ib+i(a® +b*) =a® +b> -0,

da cui ricaviamo il sistema

b<o0,

a=a*+0b* -0,
= a’+ b = —b,

b+a®>+b%=0,

a=-2b,
b<o0, b<0,

== a=—2b che fornisce a = b = 0; oppure a=—2b che fornisce a = % eb= —%.

—2b=5b2—b, 50+1=0,

Quindi, I’equazione proposta ha come soluzioni z=0¢ z = % —

(SIS



Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e non
omogenea, la cui equazione caratteristica associata & A2 — (a + 2)A + 2« = 0. Essendo « # 2, essa ha come
soluzioni A = «;2, pertanto l'integrale generale dell’equazione omogenea associata sara yo(z) = C1e** +
Cae**. Dal metodo di somiglianza otteniamo che, per a # 3, una soluzione particolare y,(z) sara della forma
yp(z) = Ae®*. Derivando quest’ultima due volte ed inserendo nell’equazione completa si ricava

94> — 3A(a +2)e*” + 24ae® =¥ = AB-a)=1,

da cui A =1/(3 — a). Se, invece, @ = 3, sempre utilizzando il metodo di somiglianza, otteniamo che una
soluzione particolare y,(z) sara della forma y,(z) = Aze3®. Derivando quest’ultima due volte ed inserendo
nell’equazione completa si ricava

64e3 +9Are® — 54" — 15A1e®” + 6Aze® =e** = A=1.
Pertanto, 'integrale generale dell’equazione completa sara

Cre®® + Coe™ + -3  sea #3, a#2
y(z) =
C1€3% 4+ Chpe?® 4 g e3® se a = 3.

Esercizio 4

Innanzitutto, osserviamo che log llog2(3w+2)_1410g(3l+2)‘ = —log |10g;2 (3z +2) — 4log(3z + 2)|. Per deter-

minare il campo di esistenza E della funzione proposta, dobbiamo imporre le seguenti condizioni

{ |10g2(3x +2) — 4log(3z + 2)| # 0, { log(3z + 2)(log(3z +2) —4) #0,
.

3r4+2>0, x> —2/3,
x#£-1/3, x # 643_2,
x> —2/3.
Quindi, £ = (-2,-1) U (—%, T*Q) U (64;2,+oo). Inoltre
_l,iianr f(z) = - = & = —2/3 & asintoto verticale;
' lirrf f(z) =400 = 1« = —1/3 & asintoto verticale;
L
IZEQi f(z) =40 = = &sz & asintoto verticale;
lim3 f(z) = lim —log(log’z) = —co == non c’¢ asintoto orizzontale né obliquo.

Tr——+00 Tr——+00

Esercizio 5 R

. < . o e . a 1 N
L’affermazione (A) ¢ falsa, basta considerare a, = L da cui si ricava 32 = 8% che ¢ il
]

¢ bn - \/nlogn

3=

termine generale di una serie divergente.

1 1

. N . A b2 .. .
L’affermazione (B) ¢ falsa, basta considerare a,, = - e b, = -, da cui si ricava -3 = —3, che ¢ il termine
n

S

generale di una serie convergente.
L’affermazione (C) & corretta, poiché per ipotesi |(—1)"anb,| = o(#) =o0(1)5m < Cn3—1/2 e la serie
armonica generalizzata di termine # converge.

L’affermazione (D) ¢ falsa, basta considerare a,, =

termine generale di una serie convergente.

1 1 e e _ 1 N
~ e b, = 7, da cui si ricava \/a, b, = 75 che ¢ il



TEMA C

Esercizio 1
Innanzitutto osserviamo che il limite proposto puo essere riscritto nella forma
8

lim et"‘“(%ﬂ)*““‘h(n@) log[HarCtan (2")1%1] .

Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al terzo ordine per la funzione t — tan e per la funzione t — tanht,
cont= %ﬁ, otteniamo

8 1

R R B
tan(%)_tanh(%) nt2 3m+28 ‘\W3) n+2 3mr2?  ‘\n?
n+ n—+

RSNV
 3(n+2)3 o\ 3 3n3 "’

Inoltre, ricordando che, per a > 1,

1 1 1
log |1 + arctan ~ arctan ~

1
(2n)o1 (2n)e—1 7 (2p)e—1 T 2a-lpa—1’

ricaviamo

8

tan (%H) — tanh (n%&)

log

3n3

1 8 1
1+ arctan ———— | ~ —— log |1 + arctan ———
2n) 33 2n)

12n3log [1 4+ 7/4] — +o0 se a = 1;

{+oo se l < a<4;

3 1 12
12n Ja-1pa-1 ™~ Sa—lpa=2

3/2 se a=4;
0 se a > 4.

Quindi, per il limite proposto avremo
8

lim e () (72) log
n—-+oo

1 400 se 1 < a <4
1 + arctan omaT| = e3/2 se o = 4;
n

1 se o > 4.

Esercizio 2
Ponendo z = a + ib possiamo riscrivere I’equazione proposta nella forma

—ia+b+a® +b* =i(a® + b*) +ib,

da cul ricaviamo il sistema

b<o0,
b+a?+b2=0,
= a’+ b = —b,
—a=a?>+0*+0,
—a=0,
b<0, b<0,
= a=20 = a=0 che fornisce a =0e b=0;—1.
¥ +b=0, b(b+1)=0,
Quindi, I’equazione proposta ha come soluzioni z =0 e z = —i.



Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e non
omogenea, la cui equazione caratteristica associata & A2 + (4 — @)\ — 4a = 0. Essendo o # —4, essa ha
come soluzioni A = «a;—4, pertanto lintegrale generale dell’equazione omogenea associata sara yo(z) =
C1e*® + Cye~**. Dal metodo di somiglianza otteniamo che, per a # 2, una soluzione particolare y,(z) sara
della forma y,(z) = Ae?®. Derivando quest’ultima due volte ed inserendo nell’equazione completa si ricava

446% 4+ 2A(4 — )e* — dade® =2 =  A(12-6a) =2,

da cui A =1/(6 — 3«). Se, invece, o = 2, sempre utilizzando il metodo di somiglianza, otteniamo che una
soluzione particolare y,(z) sara della forma y,(z) = Are?*. Derivando quest’ultima due volte ed inserendo
nell’equazione completa si ricava

446 4+ 4Aze® + 24e*® + 4Aze®® — 8Axe®” = 2" — 6A4=2,
da cui A = 1/3. Pertanto, l'integrale generale dell’equazione completa sara

C1e%% + Coe™ 4 + ﬁ e2® se a # 2, a # —4;
y(z) =
Che*® 4+ Che™** 4 %:ce2z se a = 2.

Esercizio 4
Innanzitutto, osserviamo che log |10g2(2$_2)1_10g(2x_2)‘ = —log |1og2 (22 — 2) — log(2z — 2)| Per determinare

il campo di esistenza E della funzione proposta, dobbiamo imporre le seguenti condizioni

log?(2z — 2) — log(2z — 2)| #0, log(2x — 2)(log(2x —2) — 1) # 0,
=
20 —2 >0, z>1,
x#3/2, :c;ée;Q,

x>1.

Quindi, F = (1, %) U (%, e'52) U (e'*2'2, +oo). Inoltre

lim+ flx)=—0 = x =1 ¢ asintoto verticale;
r—1
lim f(z) =400 = = 3/2 ¢ asintoto verticale;
w—»%i
lim  f(z) =+ = 2 = 22 ¢ asintoto verticale;
£ o2
2
lim f(z) = lim —log(log’?x) = —co == mon ¢’¢ asintoto orizzontale né obliquo.
r— 400 T——+00
Esercizio 5 ,
L’affermazione (A) ¢ falsa, basta considerare a, = % eb, = \/17, da cui si ricava Z—g = loi %, che ¢ il
nlogn n
termine generale di una serie divergente.
. N . c e b2 <. .
L’affermazione (B) & falsa, basta considerare a,, = L e, =2, da cuisiricava 22 = L. che & il termine
? n n?’ a? n2’
generale di una serie convergente.
L’affermazione (C) & corretta, poiché per ipotesi |(—1)"anb,| = o(#) = 0(1)# < C’# e la serie

armonica generalizzata di termine # converge.
L’affermazione (D) & falsa, basta considerare a, = % e b, = %, da cui si ricava /a, b, = ng_%, che ¢ il
termine generale di una serie convergente.



TEMA D

Esercizio 1
Innanzitutto osserviamo che il limite proposto puo essere riscritto nella forma

1 j log[1-+sinh ﬁ]

lim esinh(ﬁ)-ﬁ—log(l— n~1+1

n—-+oo
Utilizzando lo sviluppo di Mc¢ Laurin al secondo ordine per la funzione t — log(1l — ¢) e per la funzione

L otteniamo

t +— sinht, con t = i
41 1 1 1 n 1 1 1 1 . 1
0 -— ) = ol =) — - = ol =
& n? n+1 2(n+1)2 n?

. 1
sinh [ —— —_
n+1 n+1 n+1
I e 1
 2(n+1)2 ?\n2 2n? "

Inoltre, ricordando che, per a@ > —1,

. 1 .
log {1+smhna+1] Nsmhm ~ et

ricaviamo
1 . 1 1 . 1
) ].Og |:1 + Slnh na+1:| ~ _71 log |:1 + Slnh na"‘l:|

sinh (n%_l) + log (1 — n%_l on2

—2n2log[1 + sinh 1] — —oo se a = —1;
—00 se —1l<a<l;
(,1—>{—2 se a = 1;
0 se a > 1.

~

2_1
—on? -t~ -2

Quindi, per il limite proposto avremo
———— — log[1+sinh — 1] 0 se —1<a<l
hT eslnl}(n+1>+10g(l—n+1) . _ 1/62 sea=1;
n—-+oo
1 se a > 1.

Esercizio 2
Ponendo z = a + ib possiamo riscrivere ’equazione proposta nella forma

ia —b+ Va2 + b2 =iva2 + b2 +ia® —ib?,

da cul ricaviamo il sistema

b>0,

—b+Va2t+b2=0,
== Va2 +b2=0,

a=+va2+b+a®-b%,

(a—b)(1—a—-0)=0,
b>0, b>0,

= a=1b che fornisce a = b = 0; oppure a=—-b+1 che fornisce a =0e b= 1.
20 —2b+ 1 = b,

Quindi, I’equazione proposta ha come soluzioni z =0 e z = 1.



Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e non
omogenea, la cui equazione caratteristica associata ¢ A2 4 3\ — 4 = 0. Essa ha come soluzioni A = 1; —4,
pertanto 'integrale generale dell’equazione omogenea associata sara yo(r) = C1e® + Cye~**. Dal metodo di

somiglianza otteniamo che, per @ # £2, una soluzione particolare y,(x) sara della forma y,(z) = Ae—o’z,
Derivando quest’ultima due volte ed inserendo nell’equazione completa si ricava

2

Aate ™" — 3402 T — 4Ae T = _e7 T — Al —3a% —4) = -2,

dacui A = —2/(a* —3a% —4). Se, invece, a = £2, sempre utilizzando il metodo di somiglianza, otteniamo
che una soluzione particolare y,(z) sara della forma y,(z) = Aze™*®. Derivando quest’ultima due volte ed
inserendo nell’equazione completa si ricava

—8Ae 4 4 16Axe™* + 34e™ — 124ze™* —4Aze ™ = 2% — _5A=-2,
da cui A = 2/5. Pertanto, U'integrale generale dell’equazione completa sara

Cre® + Coe™ — 2 e’ o £ £2;
y(z) =
Che® 4+ Che™ 4" 4 %me*“ se o = 2.

Esercizio 4
Per determinare il campo di esistenza E della funzione proposta, dobbiamo imporre le seguenti condizioni

{ |log?(3z — 1) — 2log(3z — 1) #0, { log(3z — 1)(log(3z — 1) — 2) # 0,
_—

3r—1>0, x>1/3,
2 e +1
T 50 L ’
x>1/3.
Quindi, £ = (3,2) U (%, 823“> u (GQTH,—I—oo). Inoltre
1irn+ f(z) =40 = 1z = 1/3 & asintoto verticale;
r— 35
lim f(z) =—oc — = 2 ¢ asintoto verticale;
z—2
lim f(z) = -0 = = CzTH ¢ asintoto verticale;
e2+1
3
lim f(z) = 1ir£ log(log? z) = 400 == mon ¢’¢ asintoto orizzontale né obliquo.
r—T00

r— 400

Esercizio 5
Laffermazione (A) ¢ corretta, poiché per ipotesi anb, = 0 (—7) = 0o(1)—3 < C—5 e la serie armonica

generalizzata di termine # converge.

2
L’affermazione (B) & falsa, basta considerare a,, = —2— e b,, = —=, da cui si ricava %z = —1 che e il
’ ) b
n4/logn Vn n

nlogn’

termine generale di una serie divergente.

1

_ 1 . e . . ay,
7Togn € bn = 7, da cul si ricava ’( 1) 5

Z. N : " — 5
L’affermazione (C) ¢ falsa, basta considerare a,, = ,
nlog?n

che ¢ il termine generale di una serie convergente.

2
L’affermazione (D) & corretta, poiché per ipotesi Z—g = O(li) — +00, quindi non ¢ soddisfatta la condizione

necessaria per la convergenza.



