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ESERCIZIO 1
Calcolare l’integrale

∫
+∂V

~F · ~ndσ, dove V è il volume racchiuso dalle superfici z = 1, z = −1,
(z − 1)2 = x2 + y2 ed ~F = (x

3

3 , zy, zy
2).

SOLUZIONE
V è un cono circolare retto che in coordinate cilindriche è descritto dalle condizioni 0 ≤ θ ≤ 2π,
−1 ≤ z ≤ 1, 0 ≤ ρ ≤ 1− z. Si ha poi div~F = x2 + z + y2. Usando il Teorema della divergenza
si ha:

∫
+∂V

~F · ~ndσ =
∫∫∫

V
(x2 + y2 + z)dxdydz =

∫ 2π

0

∫ 1

−1

∫ 1−z

0
(z + ρ2)ρdρdzdθ

=2π
∫ 1

−1

[
ρ4

4
+ z

ρ2

2

]ρ=1−z

ρ=0

dz = π

∫ 1

−1

[
1
2

+ z2 +
1
2
z4

]
dz =

28
15
π.

ESERCIZIO 2
Sviluppare in serie di Fourier di soli seni nell’intervallo [0, π] la funzione

g(x) =
{
x2 0 ≤ x ≤ π

2
0 π

2 < x ≤ π,
esaminando la convergenza della serie ottenuta.

SOLUZIONE
Osserviamo preliminarmente che g ha una discontinuità in π

2 e quindi la convergenza non sarà
totale. Procediamo ora con il calcolo dei coefficienti.

bk =
2
π

∫ π
2

0
x2 sin kxdx =

2
π

[
−x2 cos kx

k
+

2
k2
x sin kx+

2
k3

cos kx
]π/2

0

=− π

2k
cos k

π

2
+

2
k2

sin k
π

2
+

4
k3π

cos k
π

2
− 4
k3π

.

Si ha quindi:

∞∑
k=1

(
− π

2k
cos k

π

2
+

2
k2

sin k
π

2
+

4
k3π

cos k
π

2
− 4
k3π

)
sin kx =

{
g(x) x ∈ [0, π] \ {π2 }
π2

8 x = π
2 .

ESERCIZIO 3
Risolvere il seguente problema:{

ut +
(

1− t2 + x
1+t

)
ux = 2t x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = ex x ∈ R.
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SOLUZIONE
Si tratta di un problema di Cauchy per un’equazione del primo ordine a coefficienti variabili.
L’equazione delle caratteristiche è x′ − x

1+t = 1 − t2. Applicando il metodo della variazione
della costante arbitraria, cerchiamo la sua soluzione nella forma x(t) = v(t)(1 + t). Si trova
v′(1 + t) = 1− t2, cioè v′ = 1− t, che integrata diventa v(t) = t− t2

2 +C. La soluzione generale
quindi è: x(t) = t + t2

2 −
t3

2 + C(1 + t). Imponendo la condizione iniziale x(0) = x0 troviamo

x0 = C e quindi le due funzioni x = ϕ(x0, t) ≡ t+ t2

2 −
t3

2 + x0(1 + t), x0 = ψ(x, t) ≡ x−t− t
2

2
+ t3

2
1+t .

L’equazione alle derivate parziali lungo le caratteristiche si riduce a{
U ′ = 2t
U(0) = ex0

il cui integrale generale è U(x0, t) = t2 + ex0 . Quindi la soluzione del problema iniziale è:

u(x, t) = t2 + exp

(
x− t− t2

2 + t3

2

1 + t

)
.

ESERCIZIO 4
Risolvere il seguente problema di Cauchy:{

ut − uxx = 0 x ∈ R, t > 0
u(x, 0) = x cosx x ∈ R.

SOLUZIONE
Si tratta di un problema di Cauchy per l’equazione del calore. Applicando la formula risolutiva
e gli integrali notevoli

∫ +∞

−∞
e−s

2
cos (as) ds =

√
πe−a

2/4,

∫ +∞

−∞
se−s

2
sin(sa)ds =

a
√
π

2
e−a

2/4,

troviamo:

u(x, t) =
1√
π

∫ +∞

−∞
e−s

2
(x+ 2s

√
t) cos(x+ 2s

√
t)ds

=
1√
π
x cosx

∫ +∞

−∞
e−s

2
cos(2s

√
t)− 2√

π

√
t sinx

∫ +∞

−∞
se−s

2
sin(2s

√
t)ds

=e−tx cosx− 2te−t sinx.

ESERCIZIO 5 Risolvere il seguente problema{
uxx + uyy = 12(x2 − y2) x2 + y2 < 1
u = y + 2x2 − 2y2 x2 + y2 = 1.

SOLUZIONE
E’ un problema di Dirichlet per l’equazione di Poisson nel disco unitario. Abbiamo:
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12(x2−y2) = 12r2 cos2 θ−12r2 sin2 θ = 12r2 cos 2θ, (y+x2−y2)|x2+y2=1 = sin θ+2 cos θ

e quindi in coordinate polari il problema diventa{
Urr + 1

rUr + 1
r2
Uθθ = 12r2 cos 2θ 0 < r < 1, 0 ≤ θ ≤ 2π

U(1, θ) = sin θ + 2 cos 2θ 0 ≤ θ ≤ 2π.

La soluzione va cercata nella forma U(r, θ) = v1(r) sin θ+v2(r) cos 2θ. Per v1 abbiamo il problema{
v′′1 + 1

rv
′
1 − 1

r2
v1 = 0

v1(1) = 1, v1 limitata,

la cui soluzione è v1(r) = r. Per v2 abbiamo il problema{
v′′2 + 1

rv
′
2 − 4

r2
v2 = 12r2

v2(1) = 2, v2 limitata,

la cui soluzione è v2(r) = r2 + r4. Quindi la soluzione del problema iniziale è:

U(r, θ) =r sin θ + (r2 + r4) cos 2θ = y + (r2 + r4)(cos2 θ − sin2 θ)

=y + x2 − y2 + (x2 + y2)(x2 − y2) = y + x2 − y2 + x4 − y4.
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