SOLUZIONI COMPITO A

ESERCIZIO 1
La funzione & definita negli intervalli (0, e?) U (e3, +00). Si ha

1— 2
. . log z
lim y(x) = lim ——— =1
z—0t y( ) z—0t 1 — I 3
og

e quindi si prolunga con continuitd ponendo y(0) = 1. La funzione & positiva in [0, e?) U

(€3, 4+00), negativa in (e2,e?) e si annulla per x = €. Si ha poi 1im+ y(x) = 400 mentre
3

r—e
lim y(r) = —oo, quindi z = €3
z—e3”
quindi la retta y = 1 & un asintoto orizzontale. La derivata prima vale

¢ un asintoto verticale. In modo analogo, lim y(z) =1, e
Tr—00

S
v z(logz — 3)2

che & sempre negativa, e quindi la funzione & decrescente in [0,e3) e in (e, +00). Infine, si
ha:

., _ -z ) r! (H) .. —x72

lim ¢ (z) = lm ——— = lim —— =" lim = —0o0

a—0+ -0+ (logz —3)2  a—ot 2(logz — 3) a—0+ 2271
e quindi la funzione ha la tangente verticale in x = 0.

ESERCIZIO 2.
Equazione caratteristica:
1 +va2 -2 1
A2 (1+a)A+a=0; A= 1Fa) 20‘ “tl 1

Per a # 2, possiamo cercare la soluzione particolare nella forma y; = Ae?*, ottenendo

A ﬁ Quando a = 2, cercando la soluzione particolare nella forma y;(x) = Axe?*, si trova
A = 1. Riassumendo, I'integrale generale é:

y(x) = C1e** + Cae” + e per a#1,2

2 -«
y(x) = Crze” + Che® + e** per o=
y(z) = C1%® + Cqe” 4 ze*® per o=

ESERCIZIO 3

. . . 3/2 o 3/2 — 1 ~ 1 . .
a)Razionalizzando, si trova \/3 +n \/2 +n T a T e quindi la

serie non converge (confronto con la serie armonica con o = 3/4).

b) Ora si ha log(3+n%?2) —log(2+n?/?) = log (1 + ﬁ) ~ #, e quindi la serie converge.

ESERCIZIO 4



i3-5 _ TV3i-T _
2+iv/3 7

a) Moltiplicando numeratore e denominatore per 2 — iv/3, otteniamo
V3 — 1.

b)iv3 —1=2(—3% + 2i) = 2(cos & + isin Z).

c) Le radici quadrate sono: +v/2(cos Z +isin %) = £v2(5 + @z)

ESERCIZIO 5

Annullando le derivate prime, si ottiene il sistema
x?2 =5 =0
y' =2y =0

dal quale si ricavano i punti critici: (0,0)(0,2),(5,0) e (5,2). Il determinante hessiano vale:
H(z,y) = 4xy — 10y — 4z + 10, e quindi

H(0,0) =10 > 0, f42(0,0) = =5<0 = (0,0) & un punto di massimo locale
H(0,2)=—-10<0 = (0,2) ¢ un punto di sella

H(5,00=—-10<0 = (5,0) ¢ un punto di sella

H(5,2) =10 >0, f22(5,2) =5>0 = (5,2) ¢ un punto di minimo locale

ESERCIZIO76 y o
Si ha : %:1+x7—>1perx—>0,epoi%7(x):1+
le risposte esatte sono a) e d).

o(z8)
27

— 1 per x — 0, e quindi

SOLUZIONI COMPITO B

ESERCIZIO 1
La funzione ¢ definita negli intervalli (0, e?) U (e?, +00). Si ha

1— 3
. . log z
lim y(z) = lim ——— =1
z—0t y( ) z—0+t 1 — I 2
og T

e quindi si prolunga con continuitd ponendo y(0) = 1. La funzione & positiva in [0, e?) U

(€3,4+00), negativa in (e2,e?) e si annulla per x = e3. Si ha poi lim y(z) = —oo mentre
2

r—e
lim y(x) = 400, quindi z = ¢?
r—e2”
quindi la retta y = 1 & un asintoto orizzontale. La derivata prima vale

¢ un asintoto verticale. In modo analogo, lim y(z) =1, e
T—00

;. 1
v z(logx — 2)2

che & sempre positiva, e quindi la funzione & crescente in [0, €?) e in (e?, +00). Infine, si ha:

LR VAR A O N
im ——— =" lim = +00
a—0+ 2(logz — 2) a—0+ 271

—2

1. / — 1. o
S yw) = lim o



e quindi la funzione ha la tangente verticale in z = 0.

ESERCIZIO 2
Equazione caratteristica:

2+a)EVa?—4da+4

A — (24 a)\ + 20 = 0; A= 5 =2, 0.
Per « # 1, possiamo cercare la soluzione particolare nella forma y; = Ae®, ottenendo
A = —+. Quando « = 1, cercando la soluzione particolare nella forma y(z) = Aze®, troviamo

A

—1 Riassumendo, l'integrale generale e:

1
y(x) = C1e™ 4 Cye® + 1695 per a#1,2
a J—

y(z) = Crze® + Che® +¢*  per a=
y(z) = Cre® + Cre*” — ze® per a=1.

ESERCIZIO 3

: : e 5/2 _ 5/2 — 1 1 ndi
a)Razionalizzando, si trova \/4 +n \/3 +n /PRy e ~ 5E7Es © quindi la

serie converge (confronto con la serie armonica con a = 5/4).

b) Ora si ha log(4+n°?) —log(3+n°/?) = log (1 + ﬁ) ~ n;%, e quindi la serie converge.

ESERCIZIO 4
a) Moltiplicando numeratore e denominatore per 2 + iv/3, otteniamo

2v/3i — 2.

b)2v/3i — 2 =4(-1 + ‘égz) 4(cos ¥ + isin ).

6V3it2 _ 97V3i=T _
2—iv/3 7

c) Le radici quadrate sono: +£2(cos T +isin %) = +2(5 + Y2i) = £(1 + v/30).

ESERCIZIO 5

Annullando le derivate prime, si ottiene il sistema

2 —2x =0
y> =5y =0
dal quale si ricavano i punti critici: (0,0)(0,5),(2,0) e (2,5). Il determinante hessiano vale:
H(z,y) = 4xy — 4y — 10z + 10, e quindi

H(0,0) =10 > 0, f42(0,0) =—=2<0 = (0,0) & un punto di massimo locale
(2,0)=—-10<0 = (2,0) ¢ un punto di sella

(0,5)=—-10<0 = (0,5) & un punto di sella

H(2,5)=10>0, fz2(2,5)=2>0 = (2,5) & un punto di minimo locale

T T X

ESERCIZIO 6



Siha:%:1+x5—>1peraz—>0,epoixx5 =1+

le risposte esatte sono b) e c).

— 1 per x — 0, e quindi

SOLUZIONI COMPITO C

ESERCIZIO 1
La funzione & definita negli intervalli (0,e) U (e, +00). Si ha

1— -5
. . log z
lim y(z) = lim ——= =1
o0+ y(@) 20t 1 — L
ogx

quindi si prolunga con continuit4 ponendo y(0) = 1. La funzione & positiva in [0, e)U(e®, +00),
negativa in (e,e*) e si annulla per x = 5. Si ha poi lim+ y(x) = —oo mentre lim y(z) = +oo,
r—e T—e
quindi = e & un asintoto verticale. In modo analogo, lim y(z) = 1, e quindi la retta y =1 ¢
T— 00

un asintoto orizzontale. La derivata prima vale

1
/: 47
4 z(logxr —1)2

che & sempre positiva, e quindi la funzione € crescente in [0, ¢e) e in (e, +00). Infine, si ha:

4=t () —4z=b () 472
oot (@) o0t (logz —1)2 ot 2(logz — 1) om0t 221 oo

e quindi la funzione ha la tangente verticale in « = 0.
ESERCIZIO 2

Equazione caratteristica:

4 ++va? -8 16
N (d4atda—0; A= EFY g‘ oty

Per a@ # 2, possiamo cercare la soluzione particolare nella forma y; = Ae?*, ottenendo
A = ﬁ. Quando o = 2, cercando la soluzione particolare nella forma y;(z) = Awze??,
troviamo A = —%. Riassumendo, l'integrale generale e:

1
y(x) = C1e* 4 Coe’® + 2 per « # 2,4

200 — 4e
1
y(z) = Crze™ + Coe™ + 1621’ per a =4
1
y(x) = Cle2x + C2e4x _ 5376296 per a=2.

ESERCIZIO 3
a)Razionalizzando, si trova \/3 + n7/4 — \/2 + n7/4 =

1 1 . .
rawraRy oy e quindi la

serie non converge (confronto con la serie armonica con o = 7/8).



b) Ora si ha log(3+n"/*) —log(2+n"/*) = log (1 + m> ~ #, e quindi la serie converge.

ESERCIZIO 4 ' .
a) Moltiplicando numeratore e denominatore per —+/3 — 2i, otteniamo ;’fj/g = _7‘/?1_7 =

—iv/3 — 1.
b)—1 —iv/3 = 2(—1 — ¥34) = 2(cos 4T + isin 47).
c) Le radici quadrate sono: +v/2(cos & +isin Z) = £v/2(—1 + @z)

ESERCIZIO 5
Annullando le derivate prime, si ottiene il sistema

22 4+2x=0
y?+5y=0
dal quale si ricavano i punti critici: (0,0)(0, —5),(—2,0) e (=2, —5). Il determinante hessiano
vale: H(z,y) = 4xy + 4y + 10z + 10, e quindi

0,0) =10 >0, fz2(0,0) =2>0 = (0,0) ¢ un punto di minimo locale
0,-5)=-10<0 = (0,-5) ¢ un punto di sella

—2,0)=-10<0 = (=2,0)

—2,—5)=10>0, foz(—2,-5)=—-2<0 = (0,0) & un punto di massimo locale

) =
) =

€ un punto di sella
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ESERCIZ1096 " o »
Siha:r;rgf :1+m9—>1per1‘—>0,epoi%‘g$):1+%
le risposte esatte sono a) e c).

— 1 per x — 0, e quindi

SOLUZIONI COMPITO D

ESERCIZIO 1 La funzione ¢ definita negli intervalli (0,e%) U (e®, +00). Si ha

1— 1
. . log x
hm X)) = hm ——— =1
z—0t y( ) z—0t 1 — I 5
ogx

quindi si prolunga con continuitd ponendo y(0) = 1. La funzione & positiva in [0, €)U(e%, +-00),

negativa in (e, e’) e si annulla per x = e. Si ha poi lim+ y(x) = 400 mentre lim y(z) = —o0,
z—ed z—ed”

5 & un asintoto verticale. In modo analogo, lim y(z) = 1, e quindi la retta y = 1 &
T—00

quindi z =€
un asintoto orizzontale. La derivata prima vale
1
/
-4 -
Y z(logz — 5)?

che & sempre negativa, e quindi la funzione & decrescente in [0,€%) e in (€3, +00). Infine, si
ha:



—dx~ ' (H) .. 207w . —2x72

e (@) om0+ (logz — 5)2 oot (logz —5) eo0t @ >

e quindi la funzione ha la tangente verticale in z = 0.

ESERCIZIO 2
Equazione caratteristica:
9 B4+ a)tVa?—6a+9
A= (B4 a)d+3a = 0; A= 5 =3, .

Per a # 1, possiamo cercare la soluzione particolare nella forma y; = Ae®, ottenendo
A= M%Q Quando « = 1, cercando la soluzione particolare nella forma y; () = Aze®, troviamo
A= —%. Riassumendo, l'integrale generale é:

az 3x 1 x
y(x) = Cr1e** + Cae™ + e per «a#1,3
200 — 2
3x 3x 1 T
y(z) = Crae’™ + Coe™ + 1¢ per a=
1
y(x) = Cre® + Coe®® — —ze® per a=

2

ESERCIZIO 3
a)Razionalizzando, si trova VA +n94 — /34 nd4 =

T T e quindi la

serie converge (confronto con la serie armonica con o = 9/4).
b) Ora si ha log(4+n4) —log(3+n%*) = log (1 + W) ~ ﬁ, e quindi la serie converge.

ESERCIZIO 4 . ‘
a)Moltiplicando numeratore e denominatore per V/3 — 2i, otteniamo g;;z = _7\/731_7 =

—iv3—1.

b)—1 —iv/3 = 2(—1 — ¥i) = 2(cos 4T + isin 47).
c) Le radici quadrate sono: +v/2(cos & +isin 2F) = £v/2(—1 + @z)

ESERCIZIO 5
Annullando le derivate prime, si ottiene il sistema

22 4+5x =0
v +2y=0

dal quale si ricavano i punti critici: (0,0)(0, —2),(—5,0) e (=5, —2). Il determinante hessiano
vale: H(z,y) = 4zy + 10y + 4z + 10, e quindi



H(0,0) =10 >0, fz2(0,0)=5>0 = (0,0) & un punto di minimo locale
H(0,-2)=-10<0 = (0,—2) ¢ un punto di sella

H(-5,0)=—-10<0 = (—5,0) e un punto di sella

H(-5,-2) =10 >0, fyz(—5,-2) = =5<0 = (0,0) & un punto di massimo locale

ESERCIZIO 6 . , ,
> 12
Si ha : %:1+x6—>1perx—>0,epoi%ﬁ(x)zl%—%ﬁlperxﬁo,equindi
le risposte esatte sono b) e d).



