
CURVE PIANE

� Equazioni parametriche:

�
x = x(t)
y = y(t)

� Equazione cartesiana: f(x; y) = 0
� Gra�co: y = '(x) oppure x =  (y)

� Retta tangente in P0 �
�
x0
y0

�
 ! t0:

det

�
x� x(t0) x0(t0)
y � y(t0) y0(t0)

�
= 0 ;

�
@f

@x

�
0

(x� x0) +
�
@f

@y

�
0

(y � y0) = 0

y � y0 = '0(x0)(x� x0)

� Vettore tangente: t(t) = c
0(t) �

�
x0(t)
y0(t)

�
�
�

fy
�fx

�
�
�

1
'0

�
ove

fx =
@f

@x
; fy =

@f

@y

� Ascissa curvilinea: s0(t) = kt(t)k = kc0(t)k =px0(t)2 + y0(t)2,

s(t) =

Z p
x0(t)2 + y0(t)2 dt

� Lunghezza di una curva c: La
b (c) = s(b)� s(a) = R b

a

p
x0(t)2 + y0(t)2 dt

Curva c = c(s) parametrizzata dall'ascissa curvilinea

� Versore tangente: t(s) = c
0(s) �

�
x0(s)
y0(s)

�

� Vettore normale: t0(s) = c
00(s) �

�
x00(s)
y00(s)

�
; versore normale:

n(s) =
t
0(s)
kt0(s)k =

c
00(s)
kc00(s)k �

� �y0(s)
x0(s)

�
=

0
@

x00(s)p
x00(s)2+y00(s)2

y00(s)p
x00(s)2+y00(s)2

1
A

� Curvatura

k(s) = det
�
c
0(s) c

00(s)
�
= det

�
x0(s) x00(s)
y0(s) y00(s)

�
= x0(s)y00(s)� x00(s)y0(s)
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� Formule di Frenet:

t
0(s) = k(s)n(s) ; n

0(s) = �k(s)t(s)
in forma matriciale:

�
t
0(s) n

0(s)
�
=
�
t(s) n(s)

�� 0 �k(s)
k(s) 0

�

� Cerchio osculatore: centro C(s) = c(s) + 1
k(s)
n(s), raggio 1

jk(s)j� Formule da ricordare:

n(s) =
c
00(s)
k(s)

=
t
0(s)
k(s)

; jk(s)j = kt0(s)k = kc00(s)k =
p
x00(s)2 + y00(s)2

Curva c = c(t) con parametro qualsiasi

� Versore tangente: t(t) �
0
@

x0(t)p
x0(t)2+y0(t)2

y0(t)p
x0(t)2+y0(t)2

1
A

� Curvatura: k(t) = x0(t)y00(t)�x00(t)y0(t)p
(x0(t)2+y0(t)2)3

; k(x) = '00(x)p
(1+'0(x)2)3

se c : y = '(x)

� Versore normale: n(t) �
0
@ �

y0(t)p
x0(t)2+y0(t)2

x0(t)p
x0(t)2+y0(t)2

1
A

CURVE NELLO SPAZIO

� Equazioni parametriche:

8<
:

x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)

� Equazioni cartesiane:

�
f(x; y; z) = 0
g(x; y; z) = 0

� Retta tangente in P0 �
0
@ x0

y0
z0

1
A ! t0: rg

0
@ x� x(t0) x0(t0)

y � y(t0) y0(t0)
z � z(t0) z0(t0)

1
A = 1,

8<
:
�
@f

@x

�
0
(x� x0) +

�
@f

@y

�
0
(y � y0) +

�
@f

@z

�
0
(z � z0) = 0�

@g

@x

�
0
(x� x0) +

�
@g

@y

�
0
(y � y0) +

�
@g

@z

�
0
(z � z0) = 0
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� Vettore tangente: t(t) = c
0(t) �

0
@ x0(t)

y0(t)
z0(t)

1
A

� Piano osculatore: det

0
@ x� x(t0) x0(t0) x00(t0)

y � y(t0) y0(t0) y00(t0)
z � z(t0) z0(t0) z00(t0)

1
A = 0

� Ascissa curvilinea: s0(t) = kt(t)k = kc0(t)k =px0(t)2 + y0(t)2 + z0(t)2,

s(t) =

Z p
x0(t)2 + y0(t)2 + z0(t)2 dt

� Lunghezza di una curva c: La
b (c) = s(b)�s(a) = R b

a

p
x0(t)2 + y0(t)2 + z0(t)2 dt

Curva c = c(s) parametrizzata dall'ascissa curvilinea

� Versore tangente: t(s) = c
0(s) �

0
@ x0(s)

y0(s)
z0(s)

1
A

� Vettore normale: t0(s) = c
00(s) �

0
@ x00(s)

y00(s)
z00(s)

1
A

� Curvatura: k(s) = kt0(s)k = kc00(s)k =px00(s)2 + y00(s)2 + z00(s)2

� Versore normale principale: n(s) = t
0(s)

kt0(s)k =
c
00(s)
k(s)

� Versore binormale: b(s) = t(s) ^ n(s)

� Torsione �(s) = � 1
k(s)2

det

0
@ x0(s) x00(s) x000(s)

y0(s) y00(s) y000(s)
z0(s) z00(s) z000(s)

1
A

� Formule di Frenet:

t
0(s) = k(s)n(s) ; n0(s) = �k(s)t(s)� �(s)b(s) ; b0(s) = �(s)n(s)

in forma matriciale:

�
t
0(s) n

0(s) b
0(s)

�
=
�
t(s) n(s) b(s)

�0@ 0 �k(s) 0
k(s) 0 �(s)
0 ��(s) 0

1
A

� Cerchio osculatore: intersezione del piano osculatore con la sfera di centro
C(s) = c(s) + 1

k(s)
n(s) e raggio 1

k(s)
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Curva 
 = 
(t) parametrizzata da un parametro qualsiasi

� Versore tangente:

t(t) =


0(t)

k
 0(t)k �

0
BBB@

x0(t)p
x0(t)2+y0(t)2+z0(t)2

y0(t)p
x0(t)2+y0(t)2+z0(t)2

z0(t)p
x0(t)2+y0(t)2+z0(t)2

1
CCCA

� Curvatura:

k(t) =
k
 0(t) ^ 
 00(t)k
k
 0(t)k3

� Torsione:

�(t) = � 1

k
 0(t) ^ 
 00(t)k2det
0
@ x0(t) x00(t) x000(t)

y0(t) y00(t) y000(t)
z0(t) z00(t) z000(t)

1
A

� Versore binormale:

b(t) =


0(t) ^ 
 00(t)

k
 0(t) ^ 
 00(t)k
� Versore normale principale: n(t) = b(t) ^ t(t)
� Cerchio osculatore: intersezione del piano osculatore con la sfera di centro
C(t) = 
(t) + 1

k(t)
n(t) e raggio 1

k(t)

SUPERFICI

� Equazioni parametriche:

8<
:

x = x(u; v)
y = y(u; v)
z = z(u; v)

� Equazione cartesiana: f(x; y; z) = 0, come gra�co z = '(x; y)

� Piano tangente in P0 �
0
@ x0

y0
z0

1
A ! (u0; v0):

det

0
@ x� x0 x0u x0v

y � y0 y0u y0v
z � z0 z0u z0v

1
A = 0
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f 0x(x�x0)+f 0y (y�y0)+f 0z (z�z0) = 0 oppure z�z0 = '0
x(x�x0)+'0

y(y�y0)

� I FQF:
�!
Pu �

0
@ xu

yu
zu

1
A ;
�!
Pv �

0
@ xv

yv
zv

1
A,

E = h�!Pu;�!Pui = x2u + y2u + z2u = 1 + '2
x

F = h�!Pu;�!Pvi = xuxv + yuyv + zuzv = 'x'y

G = h�!Pv ;�!Pvi = x2v + y2v + z2v = 1 + '2
y

risulta EG� F 2 > 0 e ds2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

� Ascissa curvilinea di una curva x = x(u(t); v(t)); : : : tracciata sulla super-
�cie:

s0(t)2 = Eu0(t)2 + 2Fu0(t)v0(t) +Gv0(t)2

� Angolo fra due curve di vettori tangenti a
�!
Pu + b

�!
Pv ; c
�!
Pu + d

�!
Pv :

cos � =
Eac+ F (ad+ bc) +Gbdp

(Ea2 + 2Fab+Gb2) � (Ec2 + 2Fcd+Gd2)

� Area del parallelogramma A(�!Pu;�!Pv) =
p
EG� F 2

� Area di una regione piana A(R) = RR
R

p
EG� F 2dudv

� Versore normale � =
�!
Pu^�!Pv
k�!Pu^�!Pvk

� Operatore di Weingarten L(X) = �rX�

� II FQF:

L = 1p
EG�F 2

det

0
@ xu xv xuu

yu yv yuu
zu zv zuu

1
A = 'xxp

1+'2
x
+'2

y

M = 1p
EG�F 2

det

0
@ xu xv xuv

yu yv yuv
zu zv zuv

1
A = 'xyp

1+'2
x
+'2

y

N = 1p
EG�F 2

det

0
@ xu xv xvv

yu yv yvv
zu zv zvv

1
A = 'yyp

1+'2
x
+'2

y

Se v = a
�!
Pu + b

�!
Pv ;w = c

�!
Pu + d

�!
Pv :

II(v;w) = Lac+M(ad+ bc) +N bd
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� Curvatura gaussiana

k =
LN �M2

EG� F 2
=

'xx'yy � '2
xy

(1 + '2
x + '2

y)
2

� Curvatura media

H =
EN +GL � 2FM

2(EG� F 2)

� Curvature principali: autovalori della matrice dell'operatore di Weingarten

1

EG� F 2

� LG�MF �LF +ME

MG�NF �MF +NE
�

� Classi�cazione dei punti:
ellittici se k > 0
parabolici se k = 0
iperbolici se k < 0
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