Cap. 5 Concetti fondamentali della teoria delle funzioni in pii variabili.
Continuita e concetto di limite

scritture

lim f(P) ; Jm Flz(t), (1),

P—Pa

coincidono; perd esistono funzioni per le quali cid non avviene e cioé esistono funzioni per
le quali il limite superficiale e quello lungo una certa direzione non solo non coincidono, ma
addirittura uno esiste e I'altro no. In altre parole:

a) Dall'esistenza del limite superficiale non discende necessariamente esistenza del
doppi limiti;

b) Possono esistere i doppi limiti e non quello superficiale.

Si potrebbe dimostrare, a questo proposito, che se, oltre al limite superficiale, esiste, per
ogni y di un conveniente intorno di yo il limite lineare limz—zq flz,y) = @(y), allora esiste
il doppio limite limy .y, @(y) = limy—y, {limy—z, flz,¥)} € coincide con quello superficiale.

13) Esempi: a) Consideriamo la funzione = = E;;%!;, continua in un qualunque dominio
limitato 1D che non contenga l'origine e vediamo se esiste, oppur no, il limite per P =(z;v)
che tenga all’origine 0 = (0;0). Si vede facilmente che esistono e sono uguali i doppi limiti,
per (z,y) — (0,0); infatti si ha

i i Ty : . . Ty :

= 0l=0; = 0 =0,
{ i, s | = (0} =0 tm { iy i) =m0 =
Cerchiamo ora il limite lungo una retta qualsiasi y = m; avremo in tal caso
2

y omz _om
2412 22+ miy? T 1+m?

e quindi

: zyY . m .
(x‘ygl-—-n-l(o,o) (1’2 + yz) 1 + ?TLQ’ W=
cioé , lungo ogni retta di coefficiente angolare m, uscente dall’origine, ¢'® un limite diverso.
Per es. per m = 0 e per m = 00 il limite & nullo; per m = 1 il limite &1/2 e cosi di seguito;
non esiste quindi il limite superficiale.
b) Un altro esempio semplicissimo, che ¢i mostra come viceversa possa esistere il limite
superficiale, ma non i doppi limiti & dato dalla funzione

a(3) +en(3)
z=mxsin|— | tysm|—|;
y T

continua in ogni regione piana che non contenga tratti degli assi coordinati (lungo i quali
perde ogni significato). :
Perd si vede subito che esiste il limite superficiale per P che tende all’origine e precisa-

g (1 (1
lim zsin | — | +ysin | — =0.
(z,y)—(0,0) Y z

Infatti preso un € > 0, piccolo a piacere, consideriamo il quadrato di centro 'origine, con
i lati paralleli agli assi coordinati e lunghi &; per ogni punto di questo quadrato risulta

lz| < 5. lul < §
. 1 ) 1
sin | — sin =) < lz|+yl <e
Y =

e quindi
Invece non esistono i doppi limiti; infatti si ha, per esempio,

(1 (1
gsin (=) +ysin (= || < |z
Y T
: ; . il (1 . . e i)
lim ¢ lim |zsin|— ] +ysin| — = lim 4 lim ysin [ — «
y—0 | z—0 Yy & y—0 | z—=0 i v

ma limg_.g ¥ S0 (%) non esiste e cid conferma |'asserto.

mente che si ha

+ [yl -
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Capitolo 6

Elementi di calcolo differenziale
per le funzioni in piu variabili

6.1 Definizione di derivata parziale

1‘) Sia z = f(z,y) una funzione continua in tutto un dominio D del piano zy e
sia Py un punto interno di D; consideriamo poi la funzione di una sola variabile

e(z) = f(z,v0),

che si ottiene considerando il punto generico P variabile sulla parallela all’asse
delle z, passante per P (fig.6.1)

Y4

Figura 6.1:

.e supponiamo che questa funzione ¢(z), continua in zp, ammetta ivi la
derivata, ciog che esista e sia finito il

lim £ F hf):, — ¢(zo0)

h—0
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Cap. 6 Elementi di calcolo differenziale per le funzioni in pit1 variabili

Tale limite si chiama la derivata parziale di f(2) rispetto alla z nel punto B,
e si indica con uno dei due simboli

9f (zo, yo)
T a0 e (& )
B fa.( UHD)
cioe si pone

_ df (z : ‘o + h) — p(a
fa(2o,90) = fgb;jy()):};mnso(io 2 £l E=i0 h

Analogamente possiamo considerare la funzione di una sola variabile

¥(y) = f(zo,y)
continua in y = yp; se questa ammette la derivata, ciod se esiste il limite

Jim U(yo + k) — ¥(yo)

k—0 k

questo si chiama lo derwata parziale di f rispetto ad y, nel punto F e si indica

af(-TO) yﬂ)
dr

con uno dei simboli
fm(ﬂ?o» Yo),
cioé si pone

af(ﬁ'?ua yo)

— lim f(@a+ h,yo) — f(To,0)

f‘y(mﬁ) yO) = ay £250 k‘ k—0 k

In contrapposto con le derivate parziali delle funzioni in pit variabili, le derivate
delle funzioni di una sola variabile si sogliono chiamare derivate ordinarie. Os-
serviamo poi che, in base alle considerazioni del numero precedente per cal-
colare p.es. la derivata parziale di una funzione rispetto alla x, nel punto
(z0,v0),51 dovrebbe cominciare col sostituire in flz,y), alla y il valore ygy e
poi derivare rispetto alla z, con le regole ordinarie di derivazione per le fun-
zioni di una variabile; ma in generale almeno, cid non & necessario. Si esegue
cio¢ la derivazione rispetto alla z, pensando mentalmente che la y sia una
costante numerica; analogamente quando si deriva parzialmente rispetto alla
¥, si considera la z come costante.

2) E evidente che valgono per le derivate parziali delle funzioni in pil
variabili le stesse regole di derivazione delle derivate ordinarie e ciod le regole
di derivazione della somma del prodotto, del quoziente, e della funzione di
funzione nel senso che qui sotto illustriamo:

Sia z = f(u) una funzione della variabile u, dove u (a sua volta) & una
funzione di 2,y ciot u = g(z, y); allora z risultera una funzione di 7, y composta,
per mezzo della funzione componente v = g(z,y) ed avremo le formule di
derivazione

0z _df(u) Ou 9z _df(u) Ou

Oz du a9z’ Oy du  ay’
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dove poi in % si deve pensare di sostituire v con g(z,y).
Per es. sia z = y/z? + y?%; porremo u = 2% + y? ed avremo z = +/u, dopo
di che sara senz altro

LY . S R
I 2u T Vu @i Oy

3) Significato geometrico delle derivate parziali.

Consideriamo la superficie definita dall’equazione z = f(z,y) e sia My =
(z0, Yo, f (o, Yo)) il punto di essa avente per proiezione sul piano zy il punto
P = (a:g,y{;).

Conduciamo da Py la parallela all’asse delle z di equazione y = yp; questa
si pud considerare la traccia sul piano zy del piano parallelo al piano zz (piano

di fronte) (fig.6.2)

Oz 1 Y

:—'2 = .
2\/& ,f3:2+y2

Figura 6.2:

passante per Py (di equazione y = ), il quale seghera la nostra superficie in

una linea piana ' di equazioni

'9'=y(}, Z:f(‘r'ly}?

da cui segue che

z = f(z,y0) = (z)
rappresenta ’equazione della proiezione ortogonale di I' sul piano zz, la quale
avrd in Qo (proiezione di My sul piano zz) una tangente il cui coefficiente

angolare & dato da

' _ af(ml]:yﬁ)
¢ (@) = —5 =
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Se poi osserviamo che la tangente in Qo alla curva proiezione risulta parallela
alla tangente in Mg alla curva sezione col piano y = yo, possiamo anche dire che
la 9%1”—) rappresenta la tangente trigonometrica dell’angolo che la tangente
in M, alla T' forma col piano zy,

Analoga considerazione si pud tenere per quanto riguarda la %%&;Lﬂ) e
quindi enunciare il Risultato:

Le derivate parziali %g, %5, calcolate nel punto Po, individuano le direzioni
in My di due certe curve piane tracciate sulla superficie di equazione z =
fl=,y), passanti per M, e tra loro ortogonali.

Quando una funzione, continua in un dominio D, ammette in un punto
Py = (20, y0) entrambe le derivate parziali, si suol dire brevemente che in By
la funzione & parzialmente derivabile.

4) Sorge allora spontanea la questione di determinare ’equazione, del piano passante
per My e contenente le due tangenti t; ety alle curve sezioni della superficie con i due piani

di equazioni y = Yo € T = To;

2:4 : C.r

Figura 6.3:

avremo intanto (fig.6.3)

equazioni della  #; : z—20 = gﬂgﬂf—”l(m — g); y—1 =0,
Zflo=—i-——laf Z’;’yn (v —yo)s z—x0="0;

equazioni della  fz:
d’altra parte 'equazione di un piano generico passante per Mo & data da

a(z — z0) + b(y — yo) + (2 —20) =0 (6.1)

ed allora, se vogliamo che la retta t; appartenga ad esso, dovremo introdurre in questa le
equazioni della t1, il che porta alla condizione

a a
a(z — xq) + c(z — mo)éé =0=a= #ca—‘;.
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Analogamente, se vogliamo che il piano contenga anche la tg, otteniamo la condizione b =
i) * . . P . -
4(:5{;, dopo di che, se introduciamo queste condizioni nella (6.1) si ottiene

0f (zayo)

af (zoyo)
T (z—mo)+ Ty-(y — o)

af a
46-5;@—In)*ca—i(y—yu)+c(z—zn) =0=z2—2z3=

che & appunto I'equazione cercata.

Dimostreremo in seguito che il piano cosi trovato non solo contiene le due tangenti ¢,
e t; ma anche le tangenti a tutte le curve tracciate sulla superficie e passanti per il punto
Mo; per questa ragione il piano in discorso suol chiamarsi il piano tangente alla superficie
nel punto Mp.

5) Derwate di ordine superiore.

Supponiamo che la funzione z = f(z,y) sia parzialmente derivabile in tutti
i punti di un dominio D del piano zy, cosi che esistano in ogni punto di D le
due derivate parziali

af of .

5;: 8_y)
tali derivate risulteranno a loro volta funzioni di z,y che indicheremo breve-
mente con fi(z,y), f2(z,y), ciod porremo
of of
fl("ﬂ::'y)=au fZ(mry)za_y
Supponiamo ora che queste due nuove funzioni f, ed f; siano a loro volta
parzialmente derivabili, cio che esistano le

on _ 8 (8f ' 8f, _ 8 (8

aiz' 8z (31:) ! _(5‘% ~ By (E':E)
Ofa — 0 (8f ; afs _ 8 (af).
or ~ Oz (ay) d -3%_'5‘5(3‘5)’

queste nuove derivate le chiameremo le derivate parziali seconde della funzione
f(z,y) rispetto ad z e rispetto ad y e le indicheremo rispettivamente con i
simboli
aZf 32f azf azf
022 ' Jydx’ Bzdy’ a2’
che si leggono:
derivata parziale seconda rispetto ad z due volte
derivata parziale seconda rispetto ad e rispetto ad y
derivata parziale seconda rispetto ad y e rispetto ad z
derivata parziale seconda rispetto ad y due volte.

In altre parole si ha il seguente schema di formazione

o [

ax 8%f

Fyo:
flz,v) ot
af dzdy

| 9f

ay?’



