
SOLUZIONI COMPITO A

Esercizio 1. Poich�e f 2 C1(IR) ed

f 0(x) = (1� 2x)e�x(x�1)
<

>
0 () x

>

<

1

2
;

l'unico punto di massimo locale �e x = 1
2 , e non esistono punti di minimo locale.

Esercizio 2. Si ha
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Esercizio 3. Poich�e
x
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=
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;
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:

Esercizio 4. Si ha

rf(x; y) =
�
3x2 log y;

x3

y

�
;

e quindi rf(1; 1e ) = (�3; e).
Esercizio 5. L'equazione �e a variabili separabili, quindi l'integrale generale �e dato dalla soluzione

costante y � 0 e da

�
Z

dy

y2
=

Z
dt =) y(t) =

1
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; C 2 IR:

La condizione iniziale implica C = 1
n
, e quindi

yn(t) =
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n

; t 2 (� 1

n
;+1); lim
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1

n
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n!1
1

n+ 1
= 0:

Esercizio 6. Passando in coordinate polari si ottiene
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Esercizio 7. Per stabilire se l'integrale improprio proposto esiste �nito, dobbiamo studiare il compor-
tamento della funzione integranda in un intorno di 0+ ed in un intorno di 1�. Otteniamo

U(0+) f(x) � 1

x2�+1 log�1 x
=) l0integrale esiste �nito se � < 0;

U(1�) f(x) � 1

(1� x)2�+1 log�1[1 + (x� 1)]
� � 1

(1� x)2�
=) l0integrale esiste �nito se � < 1=2:

Pertanto, l'integrale improprio proposto esiste �nito per � < 0.



Domanda 1. Si ha

f(x+ T ) = cos(
x

3
+

T

3
) + sin(x+ T ) = f(x) = cos(

x

3
) + sin(x) 8 x 2 IR

se e solo se (
T = 6h�

T = 2k�
per qualche h; k 2 Z;

che �e veri�cata per k = 3h; pertanto (h = 1, k = 3) T = 6�.

Domanda 2. No. Infatti

lim
x!0

f(x) = +1 mentre f(0) = 0:

Domanda 3. �E suÆciente osservare che

lim
y!0

f(0; y) = 1 6= lim
x!0

f(x; 0) = 0:



SOLUZIONI COMPITO B

Esercizio 1. Poich�e f 2 C1(IR) ed

f 0(x) =
1� 2x

1 + x2(x � 1)2
<

>
0 () x

>

<

1

2
;

l'unico punto di massimo locale �e x = 1
2 , e non esistono punti di minimo locale.

Esercizio 2. Si ha

lim
n!1

�
n

3
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n

�
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�
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�
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3
�
�
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3
:

Esercizio 3. Poich�e
2x

(x + 1)(x� 3)
=

1

2

�
1
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3

x� 3

�
;

si ottiene Z 2

1

2x

(x + 1)(x� 3)
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h1
2
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2
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1
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2
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:

Esercizio 4. Si ha
rf(x; y) = �y2 cosx; 2y sinx� ;

e quindi rf(�;�1) = (�1; 0).
Esercizio 5. L'equazione �e a variabili separabili, quindi l'integrale generale �e dato dalla soluzione

costante y � 0 e da Z
dy

y
= �

Z
n dt =) y(t) = Ce�nt; C 2 IR:

La condizione iniziale implica C = n, e quindi

yn(t) = ne�nt; t 2 IR; lim
n!1

yn(1) = lim
n!1

ne�n = 0:

Esercizio 6. Passando in coordinate polari si ottiene
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D

y dx dy =
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3
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4
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Esercizio 7. Per stabilire se l'integrale improprio proposto esiste �nito, dobbiamo studiare il compor-

tamento della funzione integranda in un intorno di 0+ ed in un intorno di 1
2

�
. Otteniamo

U(0+) f(x) � 1

x5�� sinx
� 1

x6��
=) l0integrale esiste �nito se � > 5;

U(
1

2

�
) f(x) � (1=2)��5

sin(1=2)(1� 2x)5��
=) l0integrale esiste �nito se � > 4:

Pertanto l'integrale improprio proposto esiste �nito per � > 5.

Domanda 1. Si ha

f(x+ T ) = cos(2x+ 2T )� sin(x+ T ) = f(x) = cos(2x)� sin(x) 8 x 2 IR

se e solo se (
2T = 2h�

T = 2k�
per qualche h; k 2 Z;

che �e veri�cata per 2k = h; pertanto (k = 1, h = 2) T = 2�.



Domanda 2. No. Infatti
lim
x!1+

f(x) = 2 mentre f(1) = 1:

Domanda 3. �E suÆciente osservare che

lim
y!0

f(0; y) = 2 6= lim
x!0

f(x; 0) = 0:



SOLUZIONI COMPITO C

Esercizio 1. Poich�e f 2 C1(IR) ed

f 0(x) =
2x

(x2 + 1)2
e
� 1

x
2+1

<

>
0 () x

<

>
0;

l'unico punto di minimo locale �e x = 0, e non esistono punti di massimo locale.

Esercizio 2. Si ha
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:

Esercizio 3. Poich�e
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x(x+ 2)
=

1

2
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3
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� 1
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�
;

si ottiene Z 2

1
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x(x+ 2)
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2
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1
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1

2
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:

Esercizio 4. Si ha

rf(x; y) =
�
y2 � 1

x
; 2xy

�
;

e quindi rf(1; 2) = (3; 4).

Esercizio 5. L'equazione �e a variabili separabili, quindi l'integrale generale �e dato dalla soluzione
costante y � 0 e da

�
Z

dy

y3
=

Z
ndt =) y(t) =

r
1

2nt+ C
; C 2 IR:

La condizione iniziale implica C = 1, e quindi

yn(t) =

r
1

2nt+ 1
; t 2 (� 1

2n
;+1); lim

n!1
(yn(1))

2 = lim
n!1
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2n+ 1
= 0:

Esercizio 6. Passando in coordinate polari si ottiene
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x dx dy =
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Esercizio 7. Per stabilire l'esistenza dell'integrale improprio proposto, dobbiamo studiare il compor-
tamento della funzione integranda in un intorno di 0+ ed in un intorno di +1. Otteniamo

U(0+) f(x) � x2

x�
=

1

x��2
=) l0integrale esiste �nito se � < 3;

U(+1) f(x) � 2 logx

x3+�
� 2

x3+� log�1 x
=) l0integrale esiste �nito se � > �2:

Pertanto l'integrale improprio proposto esiste �nito per �2 < � < 3.



Domanda 1. Si ha

f(x+ T ) = cos(x + T )� sin(
x

2
+

T

2
) = f(x) = cos(x)� sin(

x

2
) 8 x 2 IR

se e solo se (
T = 4h�

T = 2k�
per qualche h; k 2 Z;

che �e veri�cata per k = 2h; pertanto (h = 1, k = 2) T = 4�.

Domanda 2. No. Infatti
lim
x!2+

f(x) = 1 mentre f(2) = 3:

Domanda 3. �E suÆciente osservare che

lim
y!0

f(0; y) = �1 6= lim
x!0

f(x; 0) = 2:



SOLUZIONI COMPITO D

Esercizio 1. Poich�e f 2 C1(IR) ed

f 0(x) =
1

1 +
�

1
x2+1

�2 2x

(x2 + 1)2
<

>
0 () x

<

>
0;

l'unico punto di minimo locale �e x = 0, e non esistono punti di massimo locale.

Esercizio 2. Si ha

lim
n!1

�
5n� 1
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�
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�
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n

�
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�
� 4
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�
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Esercizio 3. Poich�e
1

(x + 2)(x� 2)
=

1

4

�
1

x� 2
� 1
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�
;

si ottiene Z 1

�1

1

(x + 2)(x� 2)
dx =

h1
4
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4
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i1
�1

= �1

2
log 3:

Esercizio 4. Si ha

rf(x; y) = (y � cos y; x+ x sin y) ;

e quindi rf(1; �) = (1 + �; 1).

Esercizio 5. L'equazione �e a variabili separabili, quindi l'integrale generale �e dato dalla soluzione
costante y � 0 e da

�
Z

dy

yn+1
=

Z
dt =) y(t) = (nt+ C)

� 1
n ; C 2 IR:

La condizione iniziale implica C = 1, e quindi

yn(t) = (1 + nt)
� 1
n ; t 2 (� 1

n
;+1); lim

n!1
yn(1) = lim

n!1
1

n

p
n+ 1

= 1:

Esercizio 6. Passando in coordinate polari si ottiene
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y dx dy =
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1
4
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Esercizio 7. Per stabilire l'esistenza dell'integrale improprio proposto, dobbiamo studiare il compor-
tamento della funzione integranda in un intorno di 1+ ed in un intorno di +1. Otteniamo

U(1+) f(x) � (x� 1)� log[1 + (x� 1)] � 1

(x� 1)���1
=) l0integrale esiste �nito se � > �2

U(+1) f(x) � x� log x

log2 x
� 1

x�� logx
=) l0integrale esiste �nito se � < �1:

Pertanto, l'integrale improprio proposto esiste per �2 < � < �1.



Domanda 1. Si ha

f(x+ T ) = cos(x+ T ) + sin(4x+ 4T ) = f(x) = cos(x) + sin(4x) 8 x 2 IR

se e solo se (
T = 2h�

4T = 2k�
per qualche h; k 2 Z;

che �e veri�cata per k = 4h; pertanto (h = 1, k = 4) T = 2�.

Domanda 2. No. Infatti

lim
x!1

f(x) = +1 mentre f(1) = 1:

Domanda 3. �E suÆciente osservare che

lim
y!0

f(0; y) = 0 6= lim
x!0

f(x; 0) = �3:



SOLUZIONI COMPITO INTEGRATIVO

Esercizio 1. Passando in coordinate polari, si ottiene

lim
(x;y)!(0;0)

x3 � 3y3

x2 + y2
= lim

r!0+

(r sin �)3 � 3(r cos �)3

(r cos �)2 + (r sin �)2
= lim

r!0+
r[(sin �)3 � 3(cos �)3] = 0

indipendentemente da �.

Esercizio 2. Si ha

rf(x; y) =
�
1 +

y

xy + 1
;

x

xy + 1

�
;

e quindi rf(1; 0) = (1; 1).

Esercizio 3. L'equazione �e a variabili separabili, quindi l'integrale generale �e dato dalla soluzione
costante y � 0 e da

�
Z

dy

y
= logn

Z
dt =) y(t) = Ce(log n) t; C 2 IR:

La condizione iniziale implica C = 1, e quindi

yn(t) = e(logn)t = nt; t 2 IR; lim
n!1
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n

�
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n!1
n

p
n = 1:

Esercizio 4. Passando in coordinate polari si ottiene
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x dx dy =
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Domanda 1. �E suÆciente osservare che

lim
y!0

f(0; y) = 1 6= lim
x!0

f(x; 0) = �1:


