SOLUZIONI COMPITO dell’11/01/2012
ANALISI MATEMATICA I -9 CFU
MECCANICA

TEMA A

Esercizio 1

3

Ponendo w = 3z + 1 'equazione proposta si puo riscrivere nella forma w”® = —8, da cui si ricava

, . _ 2eim/3 = 1 4 /31,
w= ¥—8 = v/geim — 2ez(7r+2kﬂ')/3 = { 9pim — _9,
2e7/3 =1 — \/3i.

Pertanto, avremo z = (w — 1)/3, ovvero

B
“| %

Zg=—5=-1, z3=-—

Esercizio 2

Osserviamo, innanzitutto, che la serie proposta € a termini non negativi. Tenendo conto che, per &, — 0, si
ha

log(l + En) ~ En, SiIlé‘n ~ En, (1 + En)’y — 1~ YEn ,
otteniamo
B [1og (Sin% I 1)}3042—1 (sin%)gaz_l (%)3(12—1 ., ]
sin {(1 + %)1/3 —_ 1} (1 + %)1/3 1 % 3?3

Pertanto, per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata, avremo che la serie
) p )
proposta converge per 3a2 — 2 > 1, ovvero 3a? > 3, che fornisce o > 1, ciot o < —1 e o > 1.

Esercizio 3
Il problema di Cauchy proposto € relativo ad un’equazione differenziale a variabili separabili che ha come
unica soluzione singolare la funzione costante y(x) = 0, che perd non soddisfa la condizione iniziale. Poiché il
secondo membro soddisfa le ipotesi del teorema di esistenza ed unicita locale della soluzione per x € (0, +00)
e y € R, avremo che la soluzione del problema proposto si ottiene per separazione di variabili. Ponendo
y # 0, otteniamo

1
- 2zlogx — 2z +C
_ 1
- 2zlogx —22+C

1 1 =
_@:/Edy:—/logmda::—xlogx+a:+0 - 92(33)

ovvero, tenendo conto della condizione iniziale y(1) =1 >0, y(x)

Imponendo la condizione iniziale, ricaviamo 1 = y(1) = ﬁ, che fornisce C' = 3. Quindi la soluzione

richiesta ¢
1

y(z) = V2zlogz — 2+ 3




Esercizio 4
Osserviamo che ) ,
lim |z)* = lim e® '°8l?l =0 =1
z—0 x—0
dove abbiamo usato il limite notevole |z|*log|z| — 0, per  — 0 e a > 0. Quindi la funzione proposta
estendibile con continuita in z = 0. Consideriamo, pertanto, la funzione prolungata ]7: R — R definita da

|x|“’32 se x # 0;
x) =
1 se x = 0;

e studiamo la derivabilita di tale funzione nell’origine. Considerando il rapporto incrementale, otteniamo

£(0+h) — f hh* —1 h?log|h| _ 1 h2log |h
limwzlim‘ | = lim ° = lim og | |:limhlog|h|:0,
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h h—0

dove, nella penultima uguaglianza abbiamo utilizzato il limite notevole e°» — 1 ~ g,,, per &, — 0. Pertanto,
la funzione proposta risulta anche derivabile in z = 0.

Esercizio 5
a) La serie proposta converge per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata.

Infatti, poiché per ipotesi f (#) ~ % eg (ﬁ) ~ n—lg, detto a,, il termine generale della serie proposta,

si ha a,, ~ nl—S
b) La serie proposta diverge per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata.
Infatti, poiché per ipotesi f (ﬁ) ~ # eg (#) ~ %, detto a,, il termine generale della serie

proposta, si ha a, ~ #

¢) La serie proposta diverge poiché il termine generale non ¢ infinitesimo. Infatti, poiché per ipotesi
f (log (1 + #)) ~ log? (1 + %) ~ % ey (Sin %) ~ sin? % ~ 57 detto a, il termine generale della serie
proposta, si ha a,, ~ n*.

d) La serie proposta converge per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata.
Infatti, poiché per ipotesi f (sind) ~ sin® L ~ %1e g (log (1+ %)) ~log” (1+ %) ~ L, detto a, il

termine generale della serie proposta, si ha a, ~ —5.



TEMA B

Esercizio 1
Ponendo w = 4z — 1 ’equazione proposta si pud riscrivere nella forma w?* = 16, da cui si ricava

20 = 2,
w = V16 = /16670 — ei(0+2km)/4 _ 2e:/2 = 2,
321'3”/ 2 :27—22'.
Pertanto, avremo z = (w + 1)/4, ovvero
3 1 1. 1 1 1.
Zl:i’ 2221—5—52, z3:—1, z4:Z—§z.

Esercizio 2
Osserviamo, innanzitutto, che la serie proposta € a termini non negativi. Tenendo conto che, per &, — 0, si
ha
sinhe, ~ &, (1+e,)" =1 ~n~e,, log(l+¢€y,) ~en,
otteniamo
. 513
Smh[(Ha) —1} (42’ B 15 1

n

fsink (log (14 2))]" [log (14 3)] 7" ()7t ST

n

Pertanto, per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata, avremo che la serie
proposta converge per 5 — a? > 1, ovvero a? < 4, che fornisce —2 < a < 2.

Esercizio 3
Il problema di Cauchy proposto € relativo ad un’equazione differenziale a variabili separabili che ha come
unica soluzione singolare la funzione costante y(x) = 0, che perd non soddisfa la condizione iniziale. Poiché
il secondo membro soddisfa le ipotesi del teorema di esistenza ed unicita locale della soluzione per z € R e
y € R, avremo che la soluzione del problema proposto si ottiene per separazione di variabili. Ponendo y # 0,
otteniamo

1 1 z ~ 1 o

55 " / yjdy = —/arctanxdx = —zarctanz + / mdw +C = —zarctanz + §log(1 +z)+C

1 1

= y*(z) = ovvero y(z) = .
</3m arctanz — 3 log(1 4+ 22) + C

~ 3zarctanz — 3log(1+22) +C

1

Imponendo la condizione iniziale, ricaviamo 1 = y(0) = che fornisce C' = 1. Quindi la soluzione richiesta

Yoo
¢ 1
y(z) = :
€/3x arctanz — 3 log(1 + 22) + 1
Esercizio 4

Osserviamo che )

lim — = lim |z|™® = lim e '8 l?l =0 =1

z—0 ‘J;|r x—0 z—0

dove abbiamo usato il limite notevole |z|*log|z| — 0, per x — 0 e @ > 0. Quindi la funzione proposta &
estendibile con continuita in « = 0. Consideriamo, pertanto, la funzione prolungata f: R — R definita da
||~ se x # 0;
flz) =
1 se z = 0;
e studiamo la derivabilita di tale funzione nell’origine. Considerando il rapporto incrementale, otteniamo

F(O+h) — f hl=h -1 —hlog|h| _ 1 hlog |k
lim 10+1) = f(0) = lim |1 = lim ¢ = lim 770g| | =
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
dove, nella penultima uguaglianza abbiamo utilizzato il limite notevole e°» — 1 ~ g,,, per &, — 0. Pertanto,

la funzione proposta non ¢ derivabile in z = 0, ma presenta un punto di flesso a tangente verticale.

— lim log |h| =
lim log[h| = +o0,



Esercizio 5

La serie proposta converge per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata.
Infatti, poiché per ipotesi f (sin %) ~ sin® % ~ # eg (log (1 + ﬁ)) ~ log2 (1 + ﬁ) %, detto a,, il
termine generale della serie proposta, si ha a, ~ #

La serie proposta diverge poiché il termine generale non e infinitesimo. Infatti, poiché per ipotesi
f (f%) ~ # eg (%) ~ %, detto a,, il termine generale della serie proposta, si ha a,, ~ n'/2.

La serie proposta converge per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata.
Infatti, poiché per ipotesi f (log (1 + #)) ~ log? (1 + #) ~ # eg (ﬁ) ~ #, detto ay, il termine

generale della serie proposta, si ha a,, ~ #
La serie proposta diverge per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata.

Infatti, poiché per ipotesi f (log (1 + ﬁ)) ~ log® (1 + ﬁ) ~ 713% eg (Sin %) ~ sin2% ~ #, detto

an il termine generale della serie proposta, si ha a, ~ #



TEMA C

Esercizio 1

Ponendo w = 3z — 1 I'equazione proposta si puo riscrivere nella forma w?* = —16, da cui si ricava

267L7r/4 — \@‘f‘ \/52’

4 . , BT/ — /2 4+ \/2i
— Y16 = V16eim — ei(r+2km)/a _ ) 2¢* ,
w \/7 (§] e 9¢i5m/4 — _\f_ \/ii,

2177/ = \/2 — /2i.
Pertanto, avremo z = (w + 1)/3, ovvero

_ V2l V2 V241 V2. _ V21l V2

3 3 mT T3 Ty oA

3 3

21 22

V241 V2,
= + —1,
3 3

Esercizio 2

Osserviamo, innanzitutto, che la serie proposta € a termini non negativi. Tenendo conto che, per €, — 0, si
ha

sine, ~ &, log(1+ep,) ~epn, sinhe, ~ &, , (I+e,)" —1~ne,,
otteniamo
sin [log (1+ I)] log (1+ 1) z ; (2> 1-20%
On = “2az “oaz oaZ = 5oz
T e T e € B

Pertanto, per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata, avremo che la serie
proposta converge per 2o > 1, ovvero o > 1/2, che fornisce a < —1/v2 e a > 1//2.

Esercizio 3
Il problema di Cauchy proposto € relativo ad un’equazione differenziale a variabili separabili che ha come
unica soluzione singolare la funzione costante y(x) = 0, che perd non soddisfa la condizione iniziale. Poiché
il secondo membro soddisfa le ipotesi del teorema di esistenza ed unicita locale della soluzione per z € R e
y € R, avremo che la soluzione del problema proposto si ottiene per separazione di variabili. Ponendo y # 0,
otteniamo

1 1 ~ ~
—@:/Edy:2/arctana?dw=2xarctanx—2/1f7dx+022xarctanx—log(1—|—m2)+C

1
~ 2log(1 + 22) — 4z arctanx + C

= y(2)

1
B V/2log(1 + 22) — 4z arctanz + C .

ovvero, tenendo conto della condizione iniziale y(0) =2 >0, y(z)

Imponendo la condizione iniziale, ricaviamo 2 = y(0) = %, che fornisce C' = 1/4. Quindi la soluzione

richiesta &
1

B V2log(1 + 22) — 4z arctanz + 1/4

y()




Esercizio 4
Osserviamo che

1
: _ —(z+1) _ (z4+1)log lz+1] _ 0 _
wljn_% PR hrn |1’+1| hmle 1,

dove abbiamo usato il limite notevole [t|/*log|t| — 0, per x — 0e a > 0,cont =z +1 — 0, per z — —1.
Quindi la funzione proposta & estendibile con continuita in # = —1. Consideriamo, pertanto, la funzione
prolungata f: R — R definita da

_ |z + 1]~ (=+1) se x # —1;
fz) =
1 se x = —1;
e studiamo la derivabilita di tale funzione in z = —1. Considerando il rapporto incrementale, otteniamo
ferem - fey Rt eteelt o1 hlogh|
) h ) h ) h i h lm og|h| =

dove, nella penultima uguaglianza abbiamo utilizzato il limite notevole e°» — 1 ~ ¢,,, per &, — 0. Pertanto,
la funzione proposta non e derivabile in z = —1, ma presenta un punto di flesso a tangente verticale.

Esercizio 5

a) La serie proposta diverge per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata
Infatti, poiché per ipotesi f (log (1 + ﬁ)) ~ log? (1 + ﬁ) ~ ns% eg (sin %) ~ sin? l ~ —2, detto
an il termine generale della serie proposta, si ha a, ~ —7.

b) La serie proposta converge per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata.
Infatti, poiché per ipotesi f (log (1+ 5)) ~ log® (1+5)~ZLeg (ﬁ) =3, detto ay il termine
generale della serie proposta, si ha a,, ~ %

¢) La serie proposta converge per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata.
Infatti, poiché per ipotesi f (sind) ~sin® 1 ~ L eg (log (1 + f>> ~ log® (1 + ﬁ) ~ L. detto a, il

termine generale della serie proposta, si ha ap ~ 73-
d) La serie proposta diverge poiché il termine generale non & infinitesimo. Infatti, poiché per ipotesi
1/2

f (n\l/ﬁ) ~ —35 e g (7z) ~ 7, detto a, il termine generale della serie proposta, si ha a, ~n



TEMA D

Esercizio 1
Ponendo w = 4z + 1 l'equazione proposta si pud riscrivere nella forma w?® = 8, da cui si ricava
20 = 2,
w= V8= V8l = 260T2FM/3 — { ggizn/3 — 1 4 /3
2e7/3 = —1 —/3i.

Pertanto, avremo z = (w — 1)/4, ovvero
7 =1/4, Zzz—l-i-fi, Zg=—5 — — 1.
2 4
Esercizio 2

Osserviamo, innanzitutto, che la serie proposta € a termini non negativi. Tenendo conto che, per €, — 0, si
ha

sing, ~ &, , (I+e,)" =1 ~ne,, log(l+ey,) ~epn, sinhe, ~ &, ,
otteniamo
2\4/5 4—a’ 21\4/5 4-a’ 4—a? 2
in (142 —1)} (1 2 —1) FRE 4-a
B [Sm(( +2) (1+2) ()" s 1
An 1= - p) ~ - ) ~ ) = 3_a2 °
log (smh Z+ 1) sinh = = 5 2n3—o

Pertanto, per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata, avremo che la serie
proposta converge per 3 — o > 1, ovvero o < 2, che fornisce V2 <a<V2

Esercizio 3
Il problema di Cauchy proposto ¢ relativo ad un’equazione differenziale a variabili separabili che ha come
unica soluzione singolare la funzione costante y(z) = 0, che perd non soddisfa la condizione iniziale. Poiché il
secondo membro soddisfa le ipotesi del teorema di esistenza ed unicita locale della soluzione per x € (0, +00)
e y € R, avremo che la soluzione del problema proposto si ottiene per separazione di variabili. Ponendo
y # 0 e tenendo conto che x > 0, otteniamo

1 1 ~ 1
——=[ =dy=2 /1 dr = 2x1 —2z+C = 3(x) =
37 /y4 Yy / og xdx xlogr — 2z + y°(x) 67 6rlogz 1 C
(=) .
ovvero T) = .
Y /6x —6xlogx +C
Imponendo la condizione iniziale, ricaviamo 3%/6 =y(l) = \3/%, che fornisce 6 + C' = 6, ovvero C = 0.

Quindi la soluzione richiesta &
1

y(@) = Y6x —6zlogx

Esercizio 4

Osserviamo che
lim | — 1|(”“'_1)2 = lim e(@=D*loglz=1] _ 0 _§
x—1 rz—1 ’
dove abbiamo usato il limite notevole |¢|* log |t| — 0, pert — 0e a > 0,cont = x—1 — 0, per x — 1. Quindi
la funzione proposta ¢ estendibile con continuita in = 1. Consideriamo, pertanto, la funzione prolungata
f : R — R definita da
|z — 1|(””_1)2 se x # 1;
flz) =
1 se x = 1;
e studiamo la derivabilita di tale funzione in x = 1. Considerando il rapporto incrementale, otteniamo
F(1+h)—f(1 A" —1 h*log|nl _ 1 h2log |h
1imwzlim‘|7:lime = lim og | |=11mh10g|h|:0,
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h h—0

dove, nella penultima uguaglianza abbiamo utilizzato il limite notevole e°» — 1 ~ g,,, per €, — 0. Pertanto,
la funzione proposta risulta anche derivabile in x = 1.



Esercizio 5

La serie proposta diverge poiché il termine generale non e infinitesimo. Infatti, poiché per ipotesi
f (log (1 + #)) ~ log? (1 + #) ~ % ey (Sin %) ~ sin? % ~ #, detto a, il termine generale della serie
proposta, si ha a,, ~ n*.

La serie proposta converge per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata.

Infatti, poiché per ipotesi f (#) ~ # eg (ﬁ) ~ %, detto a,, il termine generale della serie proposta,

si ha a, ~ .5.

La serie proposta converge per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata.

Infatti, poiché per ipotesi f (Sin %) ~ sin® % ~ % eg (log (1 + %)) ~ log? (1 + %) ~ %, detto a,, il
1

termine generale della serie proposta, si ha a, ~ 5.
La serie proposta diverge per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata.

Infatti, poiché per ipotesi f (ni\l/ﬁ) ~ ng% eg (%) ~ %, detto a,, il termine generale della serie

proposta, si ha a, ~ #



