SOLUZIONI COMPITO A

Esercizio 1

a) Il problema di Cauchy proposto & associato ad un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti
costanti, la cui equazione caratteristica & data A2 4+ A — 2 = 0, che ha come soluzioni A = 1 e A = —2.
Pertanto, I'integrale generale dell’equazione omogenea sara dato da yo(z) = Ce® + Cye™2*. Tenendo
conto che il termine noto non e soluzione dell’equazione omogenea associata, la soluzione particolare si
puo ottenere applicando il metodo di somiglianza, da cui y,(x) = Ae™*. Sostituendo nell’equazione si
ricava A = —2, da cui si ottiene che 'integrale generale dell’equazione completa ¢ dato da

y(x) = Cre® + Chpe ™% —2e7 7.

b) Imponendo le condizioni iniziali, si giunge al sistema

Ci+Cy—2=—-4 N 3Cy —4=—4
Ch1—2C3+2=0 Ci1—2C3+2=0

che ha come soluzioni C; = —2 e Cy = 0. Pertanto la soluzione cercata sara data da
y(x) = —2e” —2e™% = —4coshx .
¢) Imponendo invece la condizione di limite sull’integrale generale, si ottiene

lim [C’le”’ + Che™ 2% — 2e_r] =0.
r—+00
Tale condizione ¢ verificata se e solo se C; = 0. Quindi si ricava che I’equazione differenziale proposta ha
un’infinita di soluzioni, soddisfacenti la condizione di limite assegnata, data dalla famiglia delle funzioni

y(r) = Ce ™ — 277, CyeR.

Esercizio 2
Innanzitutto, osserviamo che I'insieme T ¢ il triangolo chiuso, delimitato dagli assi x e y e dalla retta y = x+1,
e che la funzione f, essendo un polinomio, & continua su tale insieme. Pertanto, il Teorema di Weierstrass
garantisce che f ammette almeno un punto di massimo ed un punto di minimo assoluti in 7.
Per determinare tali estremanti, notiamo che si ha f(z,y) < 0in T ed f(x,y) = 0 sui tre lati a = {-1 <
2<0,y=0hLb={z=0,0<y<1}ec={-1<z<0,y=x+1}. Pertanto, tutti i punti del bordo del
triangolo T" sono punti di massimo assoluto per f in tale insieme.
Tenendo conto del Teorema di Weierstrass, sappiamo che all’interno di 7" ci sara almeno un punto di minimo
assoluto e, poiché l'interno di T' & un insieme aperto ed f & regolare, per determinarlo, possiamo utilizzare i
metodi del calcolo differenziale. Annulliamo, quindi, il gradiente di f e otteniamo:

22y% — 3z%y — 2y = 0 20 —3x—2=0
=
202y —a® — 22 =0 2y—x—1=0
che ha come unica soluzione (z,y) = (—1/2,1/4). Poiché abbiamo trovato un unico punto stazionario
all’interno di T', sappiamo che esso ¢ necessariamente il punto di minimo assoluto cercato.

Esercizio 3
. 7 . . . . . N . 2 2 A\ . K
Poiché I'insieme di integrazione ¢ un rettangolo e la funzione f(z,y) = xe?® 7Y = ze?*" . e¥ & a variabili
separabili, dal Teorema di Riduzione per gli integrali doppi si ricava

//E 22 Y dady = (/leeh? dx) (/02 oY dy) = (i 27 01) <ey’2> = i(l—ez)(e2—1) = —i(e2—1)2.

0




Domanda 1
Poiché f, e quindi anche f(x)/x, & una funzione continua nell’intervallo (0, 1], ¢ sufficiente studiare il com-
portamento dell’integrando in un intorno destro di x = 0. Tenendo presente che f ¢ una funzione positiva
ed utilizzando i Teoremi del confronto e del confronto asintotico per gli integrali impropri, si ottiene che, per
x — 0t
a) f(x)
d)

c) L~ ﬁ, che & impropriamente integrabile.

~ wg—l/Q, che non e impropriamente integrabile;

=
o8
8

< 1 che non da alcuna informazione;

L~
38
N

Quindi, la condizione ¢) assicura la convergenza dell’integrale proposto, escludendo automaticamente anche
la risposta b).



SOLUZIONI COMPITO B

Esercizio 1

a) Il problema di Cauchy proposto & associato ad un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti
costanti, la cui equazione caratteristica ¢ data A2 — A — 2 = 0, che ha come soluzioni A = —1 e A\ = 2.
Pertanto, I'integrale generale dell’equazione omogenea sara dato da yo(z) = Cre™® + Cze?*. Tenendo
conto che il termine noto non e soluzione dell’equazione omogenea associata, la soluzione particolare si
puo ottenere applicando il metodo di somiglianza, da cui y,(z) = Ae®. Sostituendo nell’equazione si
ricava A = 1, da cui si ottiene che l'integrale generale dell’equazione completa ¢ dato da

y(x) = Cre™" 4+ Cye®” 4.

b) Imponendo le condizioni iniziali, si giunge al sistema

Ci14+Cy+1=2 . 3Co+2=2
—C1+2C,+1=0 —C14+204+1=0

che ha come soluzioni C; = 1 e Cy = 0. Pertanto la soluzione cercata sara data da
y(z) =e * +e" =2coshz.
¢) Imponendo invece la condizione di limite sull’integrale generale, si ottiene

lim [Cle_z + Cye® + eﬂ =0.
r——0Q
Tale condizione ¢ verificata se e solo se C; = 0. Quindi si ricava che I’equazione differenziale proposta ha
un’infinita di soluzioni, soddisfacenti la condizione di limite assegnata, data dalla famiglia delle funzioni

y(z) = Cae*™ +e”, CyeR.

Esercizio 2
Innanzitutto, osserviamo che l'insieme T ¢ il triangolo chiuso, delimitato dagli assi x e y e dalla retta
y = —x + 1, e che la funzione f, essendo un polinomio, & continua su tale insieme. Pertanto, il Teorema di
Weierstrass garantisce che f ammette almeno un punto di massimo ed un punto di minimo assoluti in 7.
Per determinare tali estremanti, notiamo che si ha f(z,y) > 0in T ed f(z,y) = 0 sui tre lati a = {-1 <
2<0,y=0}b={r=0,0<y<1}ec={-1<z2<0,y=—x+1}. Pertanto, tuttii punti del bordo
del triangolo T" sono punti di minimo assoluto per f in tale insieme.
Tenendo conto del Teorema di Weierstrass, sappiamo che all’interno di 7' ¢i sara almeno un punto di massimo
assoluto e, poiché l'interno di T' & un insieme aperto ed f & regolare, per determinarlo, possiamo utilizzare i
metodi del calcolo differenziale. Annulliamo, quindi, il gradiente di f e otteniamo:

— P —2ry? + 4> =0 —y—2r+1=0
2 2 e
—3zy” — 227y + 22y =0 —3y—2x+2=0
che ha come unica soluzione (z,y) = (1/4,1/2). Poiché abbiamo trovato un unico punto stazionario
all’interno di T', sappiamo che esso € necessariamente il punto di massimo assoluto cercato.

Esercizio 3
. z 19: . P . N . 2 2 . o1
Poiché I'insieme di integrazione & un rettangolo e la funzione f(z,y) = 3ye?* ™Y = 2@ . 3ye¥ & a variabili
separabili, dal Teorema di Riduzione per gli integrali doppi si ricava

2 ! 0 2 1ot (3 2
// 3y e Y dady = / e?® dg / 3ye? dy | = | = e*® —eY
E 0 -2 2 0 2

’ ):2( 21— o).
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Domanda 1
Poiché f, e quindi anche f(x)/z, & una funzione continua nell’intervallo [1,+00), & sufficiente studiare il
comportamento dell’integrando per x — +oo. Tenendo presente che f ¢ una funzione positiva ed utilizzando
i Teoremi del confronto e del confronto asintotico per gli integrali impropri, si ottiene che, per x — +o0,
b) @ ~ 1, che non ¢ impropriamente integrabile;
¢) I(x)

x

< l , che non da alcuna informazione;

d) ( ~ 2, che ¢ impropriamente integrabile.
Qumdl la condlzlone d) assicura la convergenza dell’integrale proposto, escludendo automaticamente anche
la risposta a).



SOLUZIONI COMPITO C

Esercizio 1

a) Il problema di Cauchy proposto & associato ad un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti
costanti, la cui equazione caratteristica ¢ data A2 — A — 2 = 0, che ha come soluzioni A = —1 e A\ = 2.
Pertanto, I'integrale generale dell’equazione omogenea sara dato da yo(z) = Cre™® + Cze?*. Tenendo
conto che il termine noto non e soluzione dell’equazione omogenea associata, la soluzione particolare si
pud ottenere applicando il metodo di somiglianza, da cui y,(z) = Ae3®. Sostituendo nell’equazione si
ricava A = 4, da cui si ottiene che l'integrale generale dell’equazione completa ¢ dato da

y(x) = Cre™" + Coe®™ 4 437 .

b) Imponendo le condizioni iniziali, si giunge al sistema

Ci1+Cy4+4=0 Ci1+Cy4+4=0
—C1+2C3 +12 =16 3C, +16 =16
che ha come soluzioni C; = —4 e Cy = 0. Pertanto la soluzione cercata sara data da

y(x) = —de™ " 4 437 .
¢) Imponendo invece la condizione di limite sull’integrale generale, si ottiene

lim [Cie™ + Coe® + 4] = 0.
rT——00
Tale condizione ¢ verificata se e solo se C; = 0. Quindi si ricava che I’equazione differenziale proposta ha
un’infinita di soluzioni, soddisfacenti la condizione di limite assegnata, data dalla famiglia delle funzioni

y(r) = Cpe® + 463, CyeR.

Esercizio 2
Innanzitutto, osserviamo che I'insieme T ¢ il triangolo chiuso, delimitato dagli assi x e y e dallarettay = x—1,
e che la funzione f, essendo un polinomio, & continua su tale insieme. Pertanto, il Teorema di Weierstrass
garantisce che f ammette almeno un punto di massimo ed un punto di minimo assoluti in 7.
Per determinare tali estremanti, notiamo che si ha f(z,y) > 0in T ed f(x,y) = 0 sui tre lati a = {-1 <
2<0,y=0hLb={z=0,0<y<1}ec={-1<2z<0,y=x—1}. Pertanto, tutti i punti del bordo del
triangolo T" sono punti di minimo assoluto per f in tale insieme.
Tenendo conto del Teorema di Weierstrass, sappiamo che all’interno di 7' ¢i sara almeno un punto di massimo
assoluto e, poiché l'interno di T' & un insieme aperto ed f & regolare, per determinarlo, possiamo utilizzare i
metodi del calcolo differenziale. Annulliamo, quindi, il gradiente di f e otteniamo:

y* —2zy* +4° =0 y—2r+1=0
2 2 e
3xy® — 227y + 22y =0 3y—2x+2=0
che ha come unica soluzione (z,y) = (1/4,—1/2). Poiché abbiamo trovato un unico punto stazionario
all’interno di T', sappiamo che esso € necessariamente il punto di massimo assoluto cercato.

Esercizio 3
. z 198 . P . N . 2 2 . o1
Poiché I'insieme di integrazione & un rettangolo e la funzione f(z,y) = ye*t4 = e®.ye? & a variabili
separabili, dal Teorema di Riduzione per gli integrali doppi si ricava

2 2 0 2 2 1 2 0
// y et dedy = </ e’ dx) (/ yel? dy) = <e:” ) ( et
E 0 —1 0 8

-1

> = é(e2 —1)(1—eh).



Domanda 1
Poiché f, e quindi anche f(z)/2?, ¢ una funzione continua nell'intervallo [1,+00), & sufficiente studiare il
comportamento dell’integrando per x — +oo. Tenendo presente che f € una funzione positiva ed utilizzando
i Teoremi del confronto e del confronto asintotico per gli integrali impropri, si ottiene che, per x — +o0,
b) f@ l che non ¢ impropriamente integrabile;
Q) L3>

a) L;”) <4 -z, che ¢ impropriamente integrabile.
Qumdl la condizione a) assicura la convergenza dell’integrale proposto, escludendo automaticamente anche
la risposta c).

wQ, che non da alcuna informazione;



SOLUZIONI COMPITO D

Esercizio 1

a) Il problema di Cauchy proposto & associato ad un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti
costanti, la cui equazione caratteristica & data A2 4+ A — 2 = 0, che ha come soluzioni A = 1 e A = —2.
Pertanto, I'integrale generale dell’equazione omogenea sara dato da yo(z) = Ce® + Cye™2*. Tenendo
conto che il termine noto non e soluzione dell’equazione omogenea associata, la soluzione particolare si
puod ottenere applicando il metodo di somiglianza, da cui y,(z) = Ae™3%. Sostituendo nell’equazione si
ricava A = —2, da cui si ottiene che 'integrale generale dell’equazione completa & dato da

y(x) = Cre® + Che 2" —2e73%

b) Imponendo le condizioni iniziali, si giunge al sistema

Ci14+Cy;—2=0 . Ci14+Cy;—2=0
C1—2C2+6=38 3Cy —8=-8

che ha come soluzioni C7; = 2 e Cy = 0. Pertanto la soluzione cercata sara data da
y(x) = 2e® — 2737,
¢) Imponendo invece la condizione di limite sull’integrale generale, si ottiene

lim [Cie” 4+ Coe™ —2e7%%] = 0.
T—+400
Tale condizione ¢ verificata se e solo se C; = 0. Quindi si ricava che I’equazione differenziale proposta ha
un’infinita di soluzioni, soddisfacenti la condizione di limite assegnata, data dalla famiglia delle funzioni

y(x) = Cpe 2" — 20737, CyeR.

Esercizio 2
Innanzitutto, osserviamo che l'insieme T ¢ il triangolo chiuso, delimitato dagli assi x e y e dalla retta
y = —x — 1, e che la funzione f, essendo un polinomio, & continua su tale insieme. Pertanto, il Teorema di
Weierstrass garantisce che f ammette almeno un punto di massimo ed un punto di minimo assoluti in 7.
Per determinare tali estremanti, notiamo che si ha f(z,y) < 0in T ed f(z,y) = 0 sui tre lati a = {-1 <
2<0,y=0hLb={z=0,-1<y<0}ec={-1<z<0,y=—x—1}. Pertanto, tutti i punti del bordo
del triangolo T" sono punti di massimo assoluto per f in tale insieme.
Tenendo conto del Teorema di Weierstrass, sappiamo che all’interno di 7" ci sara almeno un punto di minimo
assoluto e, poiché l'interno di T' & un insieme aperto ed f & regolare, per determinarlo, possiamo utilizzare i
metodi del calcolo differenziale. Annulliamo, quindi, il gradiente di f e otteniamo:

221y + 322y + 20y = 0 20+3x+2=0
2 3., .2 e
20y +x° + 2 =0 29+z+1=0
che ha come unica soluzione (x,y) = (—1/2,—1/4). Poiché abbiamo trovato un unico punto stazionario
all’interno di T', sappiamo che esso ¢ necessariamente il punto di minimo assoluto cercato.

Esercizio 3
. 7 . . . . . N . 2 2 A\ . K
Poiché I'insieme di integrazione & un rettangolo e la funzione f(r,y) = 4xe® T2 = 4z¢e® - e? & a variabili
separabili, dal Teorema di Riduzione per gli integrali doppi si ricava

2 0 2 1 2 0 1
// 4z e T drdy = (/ 4xe” da:) (/ e dy) = <Zem ) (1 ezy‘ ) =(1—e*)(e? —1).
E -2 0 -2 2 0




Domanda 1

Poiché f, e quindi anche f(x)/y/z, ¢ una funzione continua nell’intervallo (0,1], ¢ sufficiente studiare il

comportamento dell’integrando in un intorno destro di x = 0. Tenendo presente che f & una funzione

positiva ed utilizzando i Teoremi del confronto e del confronto asintotico per gli integrali impropri, si ottiene
che, per z — 0T,

%N
"5

a) (i > 1;1:7 che non da alcuna informazione;
) L&
b) \(/IE < %, che & impropriamente integrabile.
Quindi, la condizione b) assicura la convergenza dell’integrale proposto, escludendo automaticamente anche
la risposta d).

~

~ = che non & impropriamente integrabile;
xr

B
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