13 DICEMBRE 2002 — SOLUZIONI COMPITO VECCHIO ORDINAMENTO
Esercizio 1.
La funzione proposta e definita su tutto ’asse reale, pertanto C.E. = IR. Poiché per x < —2e z > 0, si
ha 22 + 2z > 0, utilizzando i limiti notevoli, otteniamo
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pertanto y = —1 e asintoto orizzontale per z — +o00. Invece,
lim [z V/[e? + 20| = lim [0~ [a] = lim 20=-oco0.
A0 (77 VIt # 2l = B o= fel] = L, 2w = oo

Poiché, per  — —o0, la funzione ¢ infinita di ordine 1 rispetto ad z, studiamo se c’e asintoto obliquo. Dai
calcoli fatti precedentemente si ricava
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dove, nell’ultimo passaggio abbiamo utilizzato il fatto che, per z — —o0, V&2 + 2z ~ |z| = —z. Pertanto,

y = 2z + 1 & asintoto obliquo per £ — —oo. Osserviamo che la funzione proposta € continua in tutto IR,
in quanto somma e composizione di funzioni continue. Ovviamente, f(0) = 0 e per z < 0, la funzione &
negativa. Per x > 0, si ottiene, invece, che
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in quanto, come gia osservato, per > 0, 2 + 2z = z(x + 2) > 0. Pertanto, la funzione proposta ¢ sempre
negativa, per z # 0. Possiamo riscrivere
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quindi i punti £ = —2 e x = 0 sono punti di non derivabilita, dove f presenta due cuspidi. Dallo studio del
segno di f'(z), si ottiene
fl(z) >0 per < -2, -1-1/V2<z<0,
fl(z) <0 per —2<z<—-1-1/V/2,2>0,
flx)=0 per x =—1— 1/\/5 che risulta essere un punto di minimo relativo ,
inoltre, i punti = —2 e x = 0 sono punti di massimo relativo. Infine

1

P = e

per < -2, —2<z<0,z>0;
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da cui si ottiene che f"(z) & sempre positiva, dove & definita e quindi f & convessa. Per completezza,
osserviamo che nei due punti di massimo relativo si ha: f(—2) = —2, f(0) = 0; pertanto z = 0 & punto di
massimo assoluto.
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Esercizio 2.
Poniamo a,(z) = (n® + 1) sin (tan(l/n)) e ricordiamo che sin (tan(l/n)) ~ tan(1l/n) ~ 1/n. Allora,

- per z < 0, si ottiene che a, () ~ sin (tan(l/n)) ~ L0

- per x =0, si ottiene che a,(0) = 2sin (tan(l/n)) ~ 2 0;

- per z > 0, si ottiene che

o1 1 0 sed<zr<1,
an(z) ~n" =~ —— = ¢1 sex=1,
nen +00 sex >1.

Ricapitolando, la successione proposta ¢ infinitesima per z < 1, converge ad 1 per z = 1 ed ¢ infinita
per z > 1.

Esercizio 3. L’integrale proposto va studiato in un intorno di 0% e in un intorno di +oco. Utilizzando
il teorema del confronto asinototico per gli integrali, otteniamo
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U(+00) f(z) ~ 8T _ che ha integrale convergente,
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quindi la funzione proposta & integrabile in senso improprio in (0, +00).

Esercizio 4.
Poniamo z = a + b, da cui Im(z) = b. L’equazione proposta si riscrive nella forma

2a—3b _ 2bi 0. i

e et =e -e"",

da cui, uguagliando i moduli e gli argomenti, a meno di multipli di 27, si ottiene il sistema
2a—-3b=0, a=3b/2,
—
2b=02k+ 1), keZ,; b=n/2+kr, keZ.

Imponendo la condizione b € (—7,7), siricava b= +7 e quindi a = ﬁ:%w, da cui le due soluzioni z; = %T” + 31

eZ2:—?jT’T—%i.



