
13 DICEMBRE 2002 | SOLUZIONI COMPITO A

Esercizio 1.

- La funzione proposta �e de�nita su tutto l'asse reale, pertanto C:E: = IR. Poich�e per x < �2 e x > 0, si
ha x2 + 2x > 0, utilizzando i limiti notevoli, otteniamo

lim
x!+1

h
x�

p
jx2 + 2xj

i
= lim

x!+1
�x

hp
1 + 2=x� 1

i
= lim

x!+1
�x � 1

2
� 2
x
= �1 ;

pertanto y = �1 �e asintoto orizzontale per x! +1. Invece,

lim
x!�1

h
x�

p
jx2 + 2xj

i
= lim

x!�1
[x� jxj] = lim

x!�1
2x = �1 :

Poich�e, per x ! �1, la funzione �e in�nita di ordine 1 rispetto ad x, studiamo se c'�e asintoto obliquo.
Dai calcoli fatti precedentemente si ricava

lim
x!�1

f(x)

x
= lim

x!�1

2x

x
= 2

lim
x!�1

[f(x)� 2x] = � lim
x!�1

h
x+

p
x2 + 2x

i
= � lim

x!�1

x2 � (x2 + 2x)

x�px2 + 2x
= lim

x!�1

2x

2x
= 1 ;

dove, nell'ultimo passaggio abbiamo utilizzato il fatto che, per x ! �1,
p
x2 + 2x � jxj = �x.

Pertanto, y = 2x+ 1 �e asintoto obliquo per x! �1.
- Osserviamo che la funzione proposta �e continua in tutto IR, in quanto somma e composizione di funzioni
continue. Possiamo riscrivere

f(x) =

8<
:
x�px2 + 2x se x < �2; x > 0 ;

x�p�x2 � 2x se �2 � x � 0 ;

pertanto

f 0(x) =

8>><
>>:

1� x+ 1p
x2 + 2x

se x < �2; x > 0 ;

1 +
x+ 1p�x2 � 2x

se �2 < x < 0 ;

ed inoltre
lim

x!�2�
f 0(x) = �1 lim

x!0�
f 0(x) = �1

quindi i punti x = �2 e x = 0 sono punti di non derivabilit�a, dove f presenta due cuspidi. Dallo studio
del segno di f 0(x), si ottiene

f 0(x) > 0 per x < �2 ; �1� 1=
p
2 < x < 0 ;

f 0(x) < 0 per � 2 < x < �1� 1=
p
2 ; x > 0 ;

f 0(x) = 0 per x = �1� 1=
p
2 che risulta essere un punto di minimo relativo ;

inoltre, i punti x = �2 e x = 0 sono punti di massimo relativo. In�ne

f 00(x) =
1pjx2 + 2xj3 per x < �2; �2 < x < 0 ; x > 0 ;

da cui si ottiene che f 00(x) �e sempre positiva, dove �e de�nita e quindi f �e convessa. Per completezza,
osserviamo che nei due punti di massimo relativo si ha: f(�2) = �2, f(0) = 0; pertanto x = 0 �e punto
di massimo assoluto.
Il gra�co �e



Esercizio 2.

Poniamo an(x) = nx log(1 + 1=n) e ricordiamo che log(1 + 1=n) � 1=n.
- Per x = 1, si ottiene che an(1) = n log(1 + 1=n) � n � 1

n = 1; pertanto la serie proposta non converge,
poich�e il termine generale non �e in�nitesimo.

- Per x 2 IR, si ottiene

an(x) = nx log(1 + 1=n) � nx � 1
n

=
1

n1�x
;

pertanto, per confronto con la serie armonica generalizzata, la serie proposta converge per 1 � x > 1,
cio�e x < 0, mentre diverge per x � 0.

Esercizio 3.

Applicando il teorema di riduzione degli integrali doppi, si ottiene

ZZ
E

xex�y dx dy =

Z 1

0

xex
�Z x

0

e�y dy

�
dx =

Z 1

0

xex(1� e�x) dx

=

Z 1

0

(xex � x) dx =

�
xex � ex � x2

2

�����
1

0

= e� e� 1

2
+ 1 =

1

2
:

Esercizio 4.

Osservando che f(0; y) = y=jyj, si ottiene subito che il limite proposto non esiste, poich�e

lim
y!0�

f(0; y) = lim
y!0�

y

jyj = �1 :

Domanda 1.

- Sia f : IR2 ! IR una funzione derivabile in P0 e sia P0 un punto di massimo locale per f . Allora
rf(P0) = (0; 0).

- Per la dimostrazione, vedere libro di testo. La condizione precedente non �e suÆciente per avere un
punto di massimo locale; ad esempio la funzione f(x; y) = x3 + y3 ha gradiente nullo nell'origine, ma
tale punto risulta essere una sella.

Domanda 2.

- Sia fang una successione assegnata. Essa �e detta in�nitesima se

lim
n!+1

an = 0 ;

cio�e, se per ogni � > 0 esiste un indice n0 2 IN tale che per ogni n � n0 si ha janj < �.
- Poich�e sin

�
tan 1

n

� � tan 1
n � 1

n , una successione in�nitesima di ordine superiore ad essa �e data, ad
esempio, da an = 1

n2 .
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Esercizio 1.

- La funzione proposta �e de�nita su tutto l'asse reale, pertanto C:E: = IR. Poich�e per x < 0 e x > 2, si
ha x2 � 2x > 0, utilizzando i limiti notevoli, otteniamo

lim
x!+1

h
x� 2�

p
jx2 � 2xj

i
= �2 + lim

x!+1
�x

hp
1� 2=x� 1

i
= �2 + lim

x!+1
�x � 1

2
�
�
� 2

x

�
= �1 ;

pertanto y = �1 �e asintoto orizzontale per x! +1. Invece,

lim
x!�1

h
x� 2�

p
jx2 � 2xj

i
= �2 + lim

x!�1
[x� jxj] = �2 + lim

x!�1
2x = �1 :

Poich�e, per x ! �1, la funzione �e in�nita di ordine 1 rispetto ad x, studiamo se c'�e asintoto obliquo.
Dai calcoli fatti precedentemente si ricava

lim
x!�1

f(x)

x
= lim

x!�1

�2 + 2x

x
= 2

lim
x!�1

[f(x)� 2x] = �2� lim
x!�1

h
x+

p
x2 � 2x

i
= �2� lim

x!�1

x2 � (x2 � 2x)

x�px2 � 2x
= �2� lim

x!�1

2x

2x
= �3;

dove, nell'ultimo passaggio abbiamo utilizzato il fatto che, per x ! �1,
p
x2 � 2x � jxj = �x.

Pertanto, y = 2x� 3 �e asintoto obliquo per x! �1.
- Osserviamo che la funzione proposta �e continua in tutto IR, in quanto somma e composizione di funzioni
continue. Possiamo riscrivere

f(x) =

8<
:
x� 2�px2 � 2x se x < 0; x > 2 ;

x� 2�p�x2 + 2x se 0 � x � 2 ;

pertanto

f 0(x) =

8>><
>>:

1� x� 1p
x2 � 2x

se x < 0; x > 2 ;

1 +
x� 1p�x2 + 2x

se 0 < x < 2 ;

ed inoltre
lim
x!0�

f 0(x) = �1 lim
x!2�

f 0(x) = �1

quindi i punti x = 0 e x = 2 sono punti di non derivabilit�a, dove f presenta due cuspidi. Dallo studio
del segno di f 0(x), si ottiene

f 0(x) > 0 per x < 0 ; 1� 1=
p
2 < x < 2 ;

f 0(x) < 0 per � 0 < x < 1� 1=
p
2 ; x > 2 ;

f 0(x) = 0 per x = 1� 1=
p
2 che risulta essere un punto di minimo relativo ;

inoltre, i punti x = 0 e x = 2 sono punti di massimo relativo. In�ne

f 00(x) =
1pjx2 � 2xj3 per x < 0; 0 < x < 2 ; x > 2 ;

da cui si ottiene che f 00(x) �e sempre positiva, dove �e de�nita e quindi f �e convessa. Per completezza,
osserviamo che nei due punti di massimo relativo si ha: f(0) = �2, f(2) = 0; pertanto x = 2 �e punto di
massimo assoluto.



Il gra�co �e

Esercizio 2.

Poniamo an(x) =
1
nx arcsin(1=n) e ricordiamo che arcsin(1=n) � 1=n.

- Per x = 1, si ottiene che an(1) = 1
n arcsin(1=n) � 1

n2 ; pertanto, per confronto con la serie armonica
generalizzata di esponente 2 > 1, la serie proposta converge.

- Per x 2 IR, si ottiene

an(x) =
1

nx
arcsin(1=n) � 1

n1+x
;

pertanto, per confronto con la serie armonica generalizzata, la serie proposta converge per 1 + x > 1,
cio�e x > 0, mentre diverge per x � 0.

Esercizio 3.

Applicando il teorema di riduzione degli integrali doppi, si ottiene

ZZ
E

yex+y dx dy =

Z 1

0

yey
�Z y

0

ex dx

�
dy =

Z 1

0

yey(ey � 1) dy =

Z 1

0

y(e2y � ey) dy

= y

�
1

2
e2y � ey

�
� 1

4
e2y + ey

����
1

0

=
1

2
e2 � e� 1

4
e2 + e +

1

4
� 1 =

1

4
(e2 � 3) :

Esercizio 4.

Osservando che f(0; y) = jy � 1j3=(y � 1)3, si ottiene subito che il limite proposto non esiste, poich�e

lim
y!1�

f(0; y) = lim
y!1�

jy � 1j3
(y � 1)3

= �1 :

Domanda 1.

- Sia f : IR2 ! IR una funzione derivabile in P0 e sia P0 un punto di minimo locale per f . Allora
rf(P0) = (0; 0).

- Per la dimostrazione, vedere libro di testo. La condizione precedente non �e suÆciente per avere un
punto di minimo locale; ad esempio la funzione f(x; y) = x3+y3 ha gradiente nullo nell'origine, ma tale
punto risulta essere una sella.

Domanda 2.

- Sia fang una successione assegnata. Essa �e detta in�nita se

lim
n!+1

an = +1 (oppure �1) ;

cio�e, se per ogni M > 0 esiste un indice n0 2 IN tale che per ogni n � n0 si ha an > M (oppure
an < �M).

- Poich�e log(n2) = 2 logn, una successione in�nita di ordine superiore ad essa �e data, ad esempio, da
an = log2 n.
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Esercizio 1.

- La funzione proposta �e de�nita su tutto l'asse reale, pertanto C:E: = IR. Poich�e per x < �2 e x > 0, si
ha x2 + 2x > 0, utilizzando i limiti notevoli, otteniamo

lim
x!+1

h
x+ 2�

p
jx2 + 2xj

i
= 2 + lim

x!+1
�x

hp
1 + 2=x� 1

i
= 2 + lim

x!+1
�x � 1

2
� 2
x
= 1 ;

pertanto y = 1 �e asintoto orizzontale per x! +1. Invece,

lim
x!�1

h
x+ 2�

p
jx2 + 2xj

i
= 2 + lim

x!�1
[x� jxj] = 2 + lim

x!�1
2x = �1 :

Poich�e, per x ! �1, la funzione �e in�nita di ordine 1 rispetto ad x, studiamo se c'�e asintoto obliquo.
Dai calcoli fatti precedentemente si ricava

lim
x!�1

f(x)

x
= lim

x!�1

2 + 2x

x
= 2

lim
x!�1

[f(x)� 2x] = 2� lim
x!�1

h
x+

p
x2 + 2x

i
= 2� lim

x!�1

x2 � (x2 + 2x)

x�px2 + 2x
= 2 + lim

x!�1

2x

2x
= 3 ;

dove, nell'ultimo passaggio abbiamo utilizzato il fatto che, per x ! �1,
p
x2 + 2x � jxj = �x.

Pertanto, y = 2x+ 3 �e asintoto obliquo per x! �1.
- Osserviamo che la funzione proposta �e continua in tutto IR, in quanto somma e composizione di funzioni
continue. Possiamo riscrivere

f(x) =

8<
:
x+ 2�px2 + 2x se x < �2; x > 0 ;

x+ 2�p�x2 � 2x se �2 � x � 0 ;

pertanto

f 0(x) =

8>><
>>:

1� x+ 1p
x2 + 2x

se x < �2; x > 0 ;

1 +
x+ 1p�x2 � 2x

se �2 < x < 0 ;

ed inoltre
lim

x!�2�
f 0(x) = �1 lim

x!0�
f 0(x) = �1

quindi i punti x = �2 e x = 0 sono punti di non derivabilit�a, dove f presenta due cuspidi. Dallo studio
del segno di f 0(x), si ottiene

f 0(x) > 0 per x < �2 ; �1� 1=
p
2 < x < 0 ;

f 0(x) < 0 per � 2 < x < �1� 1=
p
2 ; x > 0 ;

f 0(x) = 0 per x = �1� 1=
p
2 che risulta essere un punto di minimo relativo ;

inoltre, i punti x = �2 e x = 0 sono punti di massimo relativo. In�ne

f 00(x) =
1pjx2 + 2xj3 per x < �2; �2 < x < 0 ; x > 0 ;

da cui si ottiene che f 00(x) �e sempre positiva, dove �e de�nita e quindi f �e convessa. Per completezza,
osserviamo che nei due punti di massimo relativo si ha: f(�2) = 0, f(0) = 2; pertanto x = 0 �e punto di
massimo assoluto.



Il gra�co �e

Esercizio 2.

Poniamo an(x) =
1
nx (e

1=n � 1) e ricordiamo che e1=n � 1 � 1=n.

- Per x = 1, si ottiene che an(1) = 1
n (e

1=n � 1) � 1
n2 ; pertanto, per confronto con la serie armonica

generalizzata di esponente 2 > 1, la serie proposta converge.
- Per x 2 IR, si ottiene

an(x) =
1

nx
(e1=n � 1) � 1

n1+x
;

pertanto, per confronto con la serie armonica generalizzata, la serie proposta converge per 1 + x > 1,
cio�e x > 0, mentre diverge per x � 0.

Esercizio 3.

Applicando il teorema di riduzione degli integrali doppi, si ottiene

ZZ
E

xex+y dx dy =

Z 1

0

xex
�Z x

0

ey dy

�
dx =

Z 1

0

xex(ex � 1) dx =

Z 1

0

x(e2x � ex) dx

= x

�
1

2
e2x � ex

�
� 1

4
e2x + ex

����
1

0

=
1

2
e2 � e� 1

4
e2 + e +

1

4
� 1 =

1

4
(e2 � 3) :

Esercizio 4.

Osservando che f(x; 0) = (x� 1)3=jx� 1j3, si ottiene subito che il limite proposto non esiste, poich�e

lim
x!1�

f(x; 0) = lim
x!1�

(x � 1)3

jx � 1j3 = �1 :

Domanda 1.

- Sia f : IR2 ! IR una funzione derivabile in P0 e sia P0 un punto di minimo locale per f . Allora
rf(P0) = (0; 0).

- Per la dimostrazione, vedere libro di testo. La condizione precedente non �e suÆciente per avere un
punto di minimo locale; ad esempio la funzione f(x; y) = x3+y3 ha gradiente nullo nell'origine, ma tale
punto risulta essere una sella.

Domanda 2.

- Sia fang una successione assegnata. Essa �e detta in�nita se

lim
n!+1

an = +1 (oppure �1) ;

cio�e, se per ogni M > 0 esiste un indice n0 2 IN tale che per ogni n � n0 si ha an > M (oppure
an < �M).

- Poich�e elogn = n, una successione in�nita di ordine superiore ad essa �e data, ad esempio, da an = n2.
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Esercizio 1.

- La funzione proposta �e de�nita su tutto l'asse reale, pertanto C:E: = IR. Poich�e per x < �2 e x > 0, si
ha x2 + 2x > 0, utilizzando i limiti notevoli, otteniamo

lim
x!+1

h
�x+

p
jx2 + 2xj

i
= lim

x!+1
x
hp

1 + 2=x� 1
i
= lim

x!+1
x � 1

2
� 2
x
= 1 ;

pertanto y = 1 �e asintoto orizzontale per x! +1. Invece,

lim
x!�1

h
�x+

p
jx2 + 2xj

i
= lim

x!�1
[�x+ jxj] = � lim

x!�1
2x = +1 :

Poich�e, per x ! �1, la funzione �e in�nita di ordine 1 rispetto ad x, studiamo se c'�e asintoto obliquo.
Dai calcoli fatti precedentemente si ricava

lim
x!�1

f(x)

x
= � lim

x!�1

2x

x
= �2

lim
x!�1

[f(x) + 2x] = lim
x!�1

h
x+

p
x2 + 2x

i
= lim

x!�1

x2 � (x2 + 2x)

x�px2 + 2x
= � lim

x!�1

2x

2x
= �1 ;

dove, nell'ultimo passaggio abbiamo utilizzato il fatto che, per x ! �1,
p
x2 + 2x � jxj = �x.

Pertanto, y = �(2x+ 1) �e asintoto obliquo per x! �1.
- Osserviamo che la funzione proposta �e continua in tutto IR, in quanto somma e composizione di funzioni
continue. Possiamo riscrivere

f(x) =

8<
:
�x+

p
x2 + 2x se x < �2; x > 0 ;

�x+
p�x2 � 2x se �2 � x � 0 ;

pertanto

f 0(x) =

8>><
>>:
�1 + x+ 1p

x2 + 2x
se x < �2; x > 0 ;

�1� x+ 1p�x2 � 2x
se �2 < x < 0 ;

ed inoltre
lim

x!�2�
f 0(x) = �1 lim

x!0�
f 0(x) = �1

quindi i punti x = �2 e x = 0 sono punti di non derivabilit�a, dove f presenta due cuspidi. Dallo studio
del segno di f 0(x), si ottiene

f 0(x) < 0 per x < �2 ; �1� 1=
p
2 < x < 0 ;

f 0(x) > 0 per � 2 < x < �1� 1=
p
2 ; x > 0 ;

f 0(x) = 0 per x = �1� 1=
p
2 che risulta essere un punto di massimo relativo ;

inoltre, i punti x = �2 e x = 0 sono punti di minimo relativo. In�ne

f 00(x) = � 1pjx2 + 2xj3 per x < �2; �2 < x < 0 ; x > 0 ;

da cui si ottiene che f 00(x) �e sempre negativa, dove �e de�nita e quindi f �e concava. Per completezza,
osserviamo che nei due punti di minimo relativo si ha: f(�2) = 2, f(0) = 0; pertanto x = 0 �e punto di
minimo assoluto.



Il gra�co �e

Esercizio 2.

Poniamo an(x) = nx arctan (1=n) e ricordiamo che arctan(1=n) � 1=n.
- Per x = 1, si ottiene che an(1) = n arctan(1=n) � n � 1

n = 1, pertanto la serie proposta non converge,
poich�e il termine generale non �e in�nitesimo.

- Per x 2 IR, si ottiene

an(x) = nx arctan(1=n) � nx � 1
n

=
1

n1�x
;

pertanto, per confronto con la serie armonica generalizzata, la serie proposta converge per 1 � x > 1,
cio�e x < 0, mentre diverge per x � 0.

Esercizio 3.

Applicando il teorema di riduzione degli integrali doppi, si ottiene

ZZ
E

yey�x dx dy =

Z 1

0

yey
�Z y

0

e�x dx

�
dy =

Z 1

0

yey(1� e�y) dy

=

Z 1

0

(yey � y) dx =

�
yey � ey � y2

2

�����
1

0

= e� e� 1

2
+ 1 =

1

2
:

Esercizio 4.

Osservando che f(x; 0) = jxj=x, si ottiene subito che il limite proposto non esiste, poich�e

lim
x!0�

f(x; 0) = lim
x!0�

jxj
x

= �1 :

Domanda 1.

- Sia f : IR2 ! IR una funzione derivabile in P0 e sia P0 un punto di massimo locale per f . Allora
rf(P0) = (0; 0).

- Per la dimostrazione, vedere libro di testo. La condizione precedente non �e suÆciente per avere un
punto di massimo locale; ad esempio la funzione f(x; y) = x3 + y3 ha gradiente nullo nell'origine, ma
tale punto risulta essere una sella.

Domanda 2.

- Sia fang una successione assegnata. Essa �e detta in�nitesima se

lim
n!+1

an = 0 ;

cio�e, se per ogni � > 0 esiste un indice n0 2 IN tale che per ogni n � n0 si ha janj < �.
- Poich�e tan

�
arcsin 1

n

� � arcsin 1
n � 1

n , una successione in�nitesima di ordine superiore ad essa �e data,
ad esempio, da an = 1

n2 .


