SOLUZIONI COMPITO A

Esercizio 1
Utilizzando la formula risolutiva per ’equazioni di secondo grado, valida anche in campo complesso, otteni-

amo:
—i+Vi2+iV3 -t V-14iV3 | =i V2628 it /28
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In forma algebrica, otteniamo:
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Esercizio 2

1. L’equazione differenziale proposta e un’equazione lineare del secondo ordine omogenea a coefficienti
costanti. L’equazione caratteristica associata & A2 — A\ — 2 = 0, che ha come soluzioni A\ = —1,2.
Pertanto, 'integrale generale sara dato da

y(l‘) = C’lefﬂ” + 02621 .

2. Imponendo la condizione iniziale y(0) = 1 e la condizione al limite, si ottiene

— 01:1 e 02:0.

Ci+Cy=1,
Cy=0,

Quindi esiste un’unica soluzione dell’equazione differenziale soddisfacente alle condizione richieste ed &
data da y(z) = e~ *.

Esercizio 3 X
Effettuando un cambiamento di variabile ¢ = log(e3* + 1), da cui dt = S dx, t(0) = log 2, t(log2) = 9, si

/log2 [log(e3ib 4 1)]5 e — 1/9 t5 gt — ﬁ
—3z (3 T = -
0 e3(e37 4 1) 3 Jiog2 18

ricava
9 1

=— (95 —10g°2) .
log 2 18 ( 8 )

Esercizio 4
Per determinare il campo di esistenza F della funzione proposta, devo imporre le seguenti condizioni:

—1< a2 +y2 <1, ?+y? <1,
1+22>0, = x>-1/2,
log(1 +2x) #0, 142z #1 = x#0.

Pertanto E sara dato dalla porzione di semipiano a destra della retta verticale x = —1/2, contenuta nel
cerchio di centro l'origine e raggio unitario (circonferenza inclusa), da cui va tolto il diametro che giace
sull’asse y (cioe la retta © = 0) e tutto il segmento compreso tra i punti d’intersezione della retta x = —1/2
con la circonferenza.
1. E non e aperto, poiché contiene parte della circonferenza, che costituisce una porzione del suo bordo;
2. E non & chiuso, poiché non contiene le rette x = —1/2 e x = 0, che costituiscono una porzione del suo
bordo;
3. E ¢ ovviamente limitato, poiché, ad esempio, & contenuto nel cerchio di centro (0,0) e raggio 2;
4. F non ¢ connesso, poiché non e possibile collegare con una curva continua due punti dell’insieme che
giacciano rispettivamente nel semipiano di sinistra e di destra rispetto all’asse y, senza attraversare la
retta £ = 0, che non appartiene all'insieme E.



Esercizio 5
Chiaramente la serie proposta € una serie a termini positivi. Osserviamo, inoltre, che, utilizzando la formula
di Mc Laurin al primo ordine per la funzione ¢ — ef, con ¢ = sin(1/4/n), e per la funzione ¢ — sint, con
t = 1/+/n, si ottiene:

_eoplsin(l/va) ~1 _sin(l/ya) 1/a_ 1

n - n n3/2.

Quindi, per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata di esponente maggiore di
1, la serie proposta converge.

Esercizio 6
. N . , . . . . 2 < . . 2 . .
a) L’affermazione & errata poiché, essendo f differenziabile in R, essa sara anche continua in R e quindi

esiste  lim z,y) = f(0,0) € R.
(x7y)_)(070)f( y) = £(0,0)

b) L’affermazione ¢ vera poiché f & differenziabile e quindi vale la formula del gradiente; pertanto, tenendo
conto che il gradiente di f nel punto (—1,0) & nullo, D, f(—1,0) = Vf(-=1,0) -v = 0.

¢) L’affermazione ¢ errata in quanto l'annullarsi del gradiente ¢ condizione necessaria, ma non sufficiente,
per lestremalitad. Ad esempio la funzione f(z,y) = (z + 1)y ha il gradiente nullo nel punto (—1,0), che
pero risulta essere un punto di sella.

d) L’affermazione ¢ vera poiché f ¢ differenziabile e quindi essa ammette piano tangente in ogni punto; in
particolare, nel punto (—1, 0), 'equazione del piano tangente ¢ data da z = f(—1,0)+V f(—1,0)-(z,y) =
3.



SOLUZIONI COMPITO B

Esercizio 1
Utilizzando la formula risolutiva per I’equazioni di secondo grado, valida anche in campo complesso, otteni-

amo:
1+ VI43 14 V2eiTE 1 V2eim/0
B 2 B 2 B 2 '

In forma algebrica, otteniamo:

_V2+V3 1
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Esercizio 2

1. L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine omogenea a coefficienti
costanti. L’equazione caratteristica associata ¢ A2 — A — 6 = 0, che ha come soluzioni A\ = —2,3.
Pertanto, I'integrale generale sara dato da

y(x) = Cre 2 4 Oyed® .

2. Imponendo la condizione iniziale y(0) = —2 e la condizione al limite, si ottiene
C1+Cy=-2,
! ° — Ci=0 e (Cy=-2.
Cy =0,

Quindi esiste un’unica soluzione dell’equazione differenziale soddisfacente alle condizione richieste ed &
data da y(r) = —2e3*.

Esercizio 3
Effettuando un cambiamento di variabile ¢ = sin(F logz + 7), da cui dt =
t(e) = —1, si ricava

gcos(%logx+7r) d.’E, t(].) — 0,

- =

x ™

/e sin? (5 loga 4 ) cos (% logx + ) " 2 /1t4 . 3155 -1 2
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Esercizio 4
Per determinare il campo di esistenza E della funzione proposta, devo imporre le seguenti condizioni:

1-3y>0, y<1/3,
—1< V22 +y2 <1, — 2?4yt <1,
x#0, x#0.

Pertanto E sara dato dalla porzione di semipiano al di sotto della retta orizzontale y = 1/3, contenuta
nel cerchio di centro origine e raggio unitario (circonferenza esclusa), da cui va tolto il diametro che giace
sull’asse y (cioe la retta x = 0) e tutto il segmento compreso tra i punti d’intersezione della retta y = 1/3
con la circonferenza.
1. E & aperto, poiché tutti i suoi punti sono interni;
2. E non e chiuso, poiché non contiene il suo bordo;
3. E ¢ ovviamente limitato, poiché, ad esempio, & contenuto nel cerchio di centro (0,0) e raggio 2;
4. F non ¢ connesso, poiché non e possibile collegare con una curva continua due punti dell’insieme che
giacciano rispettivamente nel semipiano di sinistra e di destra rispetto all’asse y, senza attraversare la
retta £ = 0, che non appartiene all'insieme E.



Esercizio 5
Chiaramente la serie proposta € una serie a termini positivi. Osserviamo, inoltre, che, utilizzando la formula
di Mc Laurin al primo ordine per la funzione ¢ +— sint, con ¢t = exp(1/n) — 1, e per la funzione ¢ — et con
t = 1/n, si ottiene:

n

sin [exp(1/n) — 1] ~ exp(l/n) — 1 ~

Topl/2e

3/2 3/2
3 1 1
_ 1/Vn (%) (%) 1
Gy 1= T

n
Quindi, per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata di esponente minore di 1,
la serie proposta soddisfa la condizione necessaria, ma diverge.

Esercizio 6
a) L’affermazione & errata poiché, non essendo f necessariamente differenziabile in (0,0), essa pud non
avere il piano tangente in tale punto, pur avendo il gradiente. Ad esempio, scegliendo

o0 se xy = 0;
f(z,y) = { 1 altrimenti;

si ha che f & continua nel punto (1,1), f(0,0) = 0e Vf(0,0) & nullo, ma f non ammette piano tangente
al grafico nell’origine, in quanto in tale punto essa non e differenziabile, non essendo neppure continua.
b) L’affermazione ¢ errata poiché f & continua in (1,1) e quindi, per definizione, si ha che

lim  f(z,y) = f(1,1) €R.

(z,y)—(1,1)

¢) L’affermazione ¢ errata in quanto Desistenza del gradiente per una funzione di 2 variabili non implica la
continuita. Ad esempio la funzione proposta al punto a), soddisfa tutte le ipotesi, ma come gia osservato
non ¢ continua nell’origine.

d) Laffermazione & vera poiché f(z,y) > 0 su tutto R* e f(0,0) = 0; quindi si ottiene subito che (0,0) &
punto di minimo assoluto per f su R



SOLUZIONI COMPITO C

Esercizio 1
Utilizzando la formula risolutiva per ’equazioni di secondo grado, valida anche in campo complesso, otteni-

amo:
_1+./1_i\/§ _1_|_,/2e—i7'r/3 _1:|:\/§efi7r/6
z = = = .
2 2 2

In forma algebrica, otteniamo:

L VIHVE VBB
zZ1 = 2\/§ 12\/5 Z9 = 2\/§ 22\/5.

Esercizio 2

1. L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine omogenea a coeflicienti
costanti. L’equazione caratteristica associata & A2 + 2\ — 3 = 0, che ha come soluzioni A = —3,1.
Pertanto, I'integrale generale sara dato da

y(x) = Cre 3% + Coe®.

2. Imponendo la condizione iniziale y(0) = —1 e la condizione al limite, si ottiene
Ci+Cy=-1,
! 2 — Cl =0 e Cg =-1.
Ci =0,

Quindi esiste un’unica soluzione dell’equazione differenziale soddisfacente alle condizione richieste ed &
data da y(z) = —e”.

Esercizio 3 _
Effettuando un cambiamento di variabile ¢ = cos(mwlogz + 7), da cui dt = —Ww dz, t(1) = —1,
t(y/e) = 0, si ricava

0
140 1
tdt=——t" =—
4T

doe = —— .
v -1 4r

€T m

/‘/Ecos?’(wloga:—&—ﬂ) sin (7 logx + ) 1/
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Esercizio 4
Per determinare il campo di esistenza F della funzione proposta, devo imporre le seguenti condizioni:

4dy+1>0, y>—1/4,

—1<Va24+y? <1, = 4yt <1,
Pertanto E sara dato dalla porzione di semipiano al di sopra della retta orizzontale y = —1/4, contenuta
nel cerchio di centro lorigine e raggio unitario (circonferenza esclusa), da cui va tolto il diametro che giace
sull’asse z (cioe la retta y = 0) e tutto il segmento compreso tra i punti d’intersezione della retta y = —1/4

con la circonferenza.
1. E & aperto, poiché tutti i suoi punti sono interni;
2. E non é chiuso, poiché non contiene il suo bordo;
3. E & ovviamente limitato, poiché, ad esempio, & contenuto nel cerchio di centro (0,0) e raggio 2;
4. F non e connesso, poiché non e possibile collegare con una curva continua due punti dell’insieme che
giacciano rispettivamente nel semipiano al di sopra e al di sotto dell’asse x, senza attraversare la retta
y = 0, che non appartiene all’insieme F.



Esercizio 5
Chiaramente la serie proposta € una serie a termini positivi. Osserviamo, inoltre, che, utilizzando la formula
di Mc Laurin al primo ordine per la funzione ¢ — sint, con t = exp(1//n) — 1, e per la funzione ¢ — e, con
t =1/n, si ottiene:

. 1/n N 1/n N I/n 1
= (/v 1]~ exp(i/ v 1" g w

Quindi, per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata di esponente minore di 1,
la serie proposta soddisfa la condizione necessaria, ma diverge.

Esercizio 6

a) Laffermazione & vera poiché f(z,y) > 0 su tutto R* e f(0,0) = 0; quindi si ottiene subito che (0,0) &
punto di minimo assoluto per f su R%

b) L’affermazione ¢ errata in quanto l'esistenza del gradiente per una funzione di 2 variabili non implica la
continuita. Ad esempio la funzione proposta al punto c), soddisfa tutte le ipotesi, ma come gia osservato
non ¢ continua nell’origine.

¢) L’affermazione & errata poiché non essendo f necessariamente differenziabile in (0, 0), essa pud non avere
il piano tangente in tale punto, pur avendo il gradiente. Ad esempio, scegliendo

o= =t

altrimenti;

si ha che f & continua nel punto (1,1), f(0,0) =0e V£(0,0) & nullo, ma f non ammette piano tangente
al grafico nell’origine, in quanto in tale punto essa non e differenziabile, non essendo neppure continua.
d) L’affermazione & errata poiché f & continua in (1,1) e quindi, per definizione, si ha che

lim  f(z,y) = f(1,1) €R.

(z,y)—(1,1)



SOLUZIONI COMPITO D

Esercizio 1
Utilizzando la formula risolutiva per I’equazioni di secondo grado, valida anche in campo complesso, otteni-

amo:
i+Vi2—iV3 itV —1—iV/3 i V2B L /26273

2 2 2 2

In forma algebrica, otteniamo:

1 V2+V3 1 V28
2\/5—&-2 52 2’2——2\/54—2 WG .

zZ1 =

Esercizio 2

1. L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine omogenea a coefficienti
costanti. L’equazione caratteristica associata & A2 + X — 2 = 0, che ha come soluzioni A = —2, 1.
Pertanto, 'integrale generale sara dato da

y(x) = Cre™® 4 Coe® .

2. Imponendo la condizione iniziale y(0) = 2 e la condizione al limite, si ottiene

Cr+Cy =2,
Cy =0,
Quindi esiste un’unica soluzione dell’equazione differenziale soddisfacente alle condizione richieste ed &
data da y(x) = 2e~2%.
Esercizio 3 ,
Iziffe.tt}lando un cambiamento di variabile t = log(2+e2*), da cui dt = % dz, t(0) = log 3, t(3 log(e*—2)) =
, si ricava

1iop(e2—
/M Y apllog@+ e 1 / paot
0 (2 + e27) 2

2 1 )
:6(8—10g53) .

log 3

Esercizio 4
Per determinare il campo di esistenza E della funzione proposta, devo imporre le seguenti condizioni:

—1< Va2 +y2 <1, ?+y? <1,
1—4z>0, = x<1/4,
log(1 —4x) #0, l—4z#1 = x#0.

Pertanto E sara dato dalla porzione di semipiano a sinistra della retta verticale z = 1/4, contenuta nel
cerchio di centro l'origine e raggio unitario (circonferenza inclusa), da cui va tolto il diametro che giace
sull’asse y (cioé la retta @ = 0) e tutto il segmento compreso tra i punti d’intersezione della retta = 1/4
con la circonferenza.
1. E non e aperto, poiché contiene parte della circonferenza, che costituisce una porzione del suo bordo;
2. E non & chiuso, poiché non contiene le rette x = 1/4 e = 0, che costituiscono una porzione del suo
bordo;
3. E & ovviamente limitato, poiché, ad esempio, & contenuto nel cerchio di centro (0,0) e raggio 2;
4. E non e connesso, poiché non ¢ possibile collegare con una curva continua due punti dell’insieme che
giacciano rispettivamente nel semipiano di sinistra e di destra rispetto all’asse y, senza attraversare la
retta = 0, che non appartiene all’insieme FE.



Esercizio 5
Chiaramente la serie proposta € una serie a termini positivi. Osserviamo, inoltre, che, utilizzando la formula
di Mc Laurin al primo ordine per la funzione ¢ — e!, con ¢t = sin(1/n), e per la funzione ¢ — sint, con
t = 1/n, si ottiene:
__expfsin(l/n)] -1 sin(l/n) 1/n 1
T v T TR e

Quindi, per il criterio del confronto asintotico con la serie armonica generalizzata di esponente maggiore di
1, la serie proposta converge.

Esercizio 6

a) L’affermazione € errata in quanto l'annullarsi del gradiente ¢ condizione necessaria, ma non sufficiente,
per lestremalita. Ad esempio la funzione f(z,y) = (x + 1)y ha il gradiente nullo nel punto (—1,0), che
pero risulta essere un punto di sella.

b) L’affermazione ¢ vera poiché f & differenziabile e quindi vale la formula del gradiente. Pertanto, tenendo
conto che il gradiente di f nel punto (—1,0) & nullo, D, f(—1,0) = Vf(-=1,0) -v = 0.

¢) L’affermazione & corretta poiché f & differenziabile, quindi essa ammette piano tangente in ogni punto; in
particolare, nel punto (—1,0), 'equazione del piano tangente & data da z = f(—1,0)+V f(=1,0)-(z,y) =
3.

d) L’affermazione ¢ errata poiché essendo, f differenziabile in ]RQ, essa sara anche continua in R? e quindi

esiste  lim z,y) = f(0,0) € R.
(x,y)e(o,mf( y) = £(0,0)



