19 SETTEMBRE 2002 — SOLUZIONI COMPITO A
Esercizio 1.
Posto z = x + iy, si ha
0=2z—-Z2+4+3Im(z) —1—iRe(z) =z +iy—x+iy+3y—1—izx
=By-D+iy—=2)

dacuiy =1, 2 = 2. Pertanto I'unica soluzione & z = £(2 + 7).
3 3 3

Esercizio 2.
D =R\ {4}. Siha
lim f(x) = %00

r—4t
quindi z = 4 ¢ asintoto verticale. Inoltre
472 -3 -4 -4
lim f(z) = oo, lim @) =4, lim f(z) —4z = lim v —3-de(w—4) = 16,
z—Foo rz—F+oco I z—+o0 z—+o0 r—4

quindi y = 4(x 4+ 4) & asintoto obliquo per x — +oo.

Esercizio 3.
1l dominio di f & D = {(z,y) € R*: y > 0}. Si ha

Vf(z,y) = (10gy +1, 5) ,

e quindi I'unico punto stazionario ¢ (0,e"1).

Esercizio 4.
Osservando che (6x2 + 1)" = 12z, si ottiene

ST 3 12z B 9

Esercizio 5.
Applicando il criterio della radice, si ha

lim 732n+23n %— lim 79n(1+(%)”) %— lim g 1+ § ! %—g<1
N30 10n oS 10™ T a5 10 9 10 ’

e quindi la serie converge.

Esercizio 6.
Si tratta di determinare, se esiste, a > 0 tale che

f(z)

e € R\ {0}.

3 lim
z—0t
Per farlo utilizziamo il Teorema di de I’Hospital. Anzitutto f(z) — 0 per x — 0. Inoltre

fl(x) 1 z+1 _ 9y 22 +1
(z2)  azet \1+x 1+z

1 z+1 22 +1
= =1 <<= a=1.

lim —2x - = lim
e—0+ ar®~1 (1 +x 1+z =0+ azr®—l
Pertanto le ipotesi del Teorema sono soddisfatte, e quindi
3 lim @ =1.
rz—0t T

Concludiamo che f ha ordine di infinitesimo 1 per x — 0F.



Esercizio 7.
L’equazione differenziale proposta & un’equazione lineare del secondo ordine non omogenea, la cui equazione
caratteristica associata & A2 4+ 2 = 0. Pertanto l'integrale generale dell’equazione omogenea, associata & dato
da
yo(t) = Cy cos(V2t) + Cy sin(v/2t) .

Una soluzione particolare (ottenibile per esempio con il metodo di somiglianza) ¢ data da y,(t) =
I'integrale generale dell’equazione completa diviene

1t SR
z€'. Quindi

y(t) = C) cos(V/2t) + Cosin(V/2t) + %et ,

ed imponendo le condizioni iniziali si ricava

1

y(t) = —% cos(V2t) — Wi

1
sin(v/2t) + get .

Domanda 1.
Ad esempio f(z) = z%. Infatti 22 > 0 ed f(—z) = (—2)? = 2% = f(z) per ogni z € IR.

Domanda 2.
No. Infatti
lim f(z,1)=1 mentre f(0,1) = 0.

z—0

Domanda 3.
L affermazione ¢ falsa: un contresempio & dato dalla successione {a, } = {—3+ +}. Infatti a,, >3 Vn € IV,
ma lima, = —3.



19 SETTEMBRE 2002 — SOLUZIONI COMPITO B

Esercizio 1.
Posto z = x + iy, si ha
0=22—|z]> + 3iRe(2) —i = 2® — y* + 2izy — 2® — y* + iz — i
= —2¢y% +i(2zy + 3z — 1)
dacuiy=0,z= % Pertanto 'unica soluzione e z = %
Esercizio 2.
D =R\ {-1}. Si ha
lim f(z) = +o00

z——1%
quindi x = —1 & asintoto verticale. Inoltre
32 +2—322 -3
lim f(z) = +oo, lim M =3, lim f(z)—3z= lim T v T _ -3,
z—Foo rz—F+oco I z—+o0 z—+o0 r+1

quindi y = 3(x — 1) & asintoto obliquo per x — *oo.

Esercizio 3.
1l dominio di f & D = {(z,y) € IR* : y #0}. Si ha

2¢  x?
Vf(a:,y) = (?7_? - 2y - 1) )
e quindi I'unico punto stazionario & (0, —%)

Esercizio 4.
Osservando che (222 + 3)' = 4z, si ottiene

3z 3 4z 3 2

Esercizio 5.
Applicando il criterio della radice, si ha

1
(22N 57 (1+ (2)") 5 4\"\" 5
A (T) = (T = im g (H (5) > =5 <L

e quindi la serie converge.

3=
=

Esercizio 6.
Si tratta di determinare @ > 0 tale che

f(z)

./I:Oé

3 lim

z—0t

€ R\ {0}.

Per farlo utilizziamo il Teorema di de I’'Hospital. Anzitutto f(z) — 0 per z — 0T. Inoltre

flio) 1 ( 2 6a )

() oz 1 \1+sinz 1 +sin(2?)

. 1 2 622 . 2
lim — — - =lm — =2 <= a=
e—0+ ax® 1 \1+sinz 1+ sin(z3)

Pertanto le ipotesi del Teorema sono soddisfatte, e quindi
3 lim @ =2.
r—0t T

Concludiamo che f ha ordine di infinitesimo 1 per z — 0F.



Esercizio 7.
L’equazione differenziale proposta & un’equazione lineare del secondo ordine non omogenea, la cui equazione
caratteristica associata ¢ A2 — 3 = 0. Pertanto l'integrale generale dell’equazione omogenea, associata & dato
da
yo(t) = C’16t\/§ + Cgeit\/g .

Una soluzione particolare (ottenibile per esempio con il metodo di somiglianza) ¢ data da y,(t) = —3e’.
Quindi 'integrale generale dell’equazione completa diviene

1
y(t) = CretV3 4 Cpe V3 — §et ,

ed imponendo le condizioni iniziali si ricava

Domanda 1.
Ad esempio f(z) =1+sinz. Infatti f(z) >1—-1=0ed f(z + 27) = f(z) per ogni z € IR.

Domanda 2.
No. Infatti
lim f(z,1)=1 mentre f(0,1) = 0.

z—0

Domanda 3.
L’affermazione & falsa: un contresempio ¢ dato dalla successione {a,} = {2 — +}. Infatti a, <2 Vn € IV,
ma lim a,, = 2.



