
Soluzioni febbraio 2016 
 

Esercizio 1 

La curva è tracciata sul piano       . Le equazioni parametriche sono definite da funzioni di classe     

su tutto    Inoltre, derivando rispetto a  , si ha  
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Da cui segue     ( )́    ́( )   ́( )           . 

Indicando con    ̂( )  ̂ ( )  ̂( ) i versori tangente, normale principale e binormale si ha: 
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Indicando con    ̅́ ( ) il vettore tangente, con le componenti  ( )      

 E  la curvatura  è data da    ( )  
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Il raggio di curvatura è    √   ed il centro ha le coordinate 
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Esercizio 2 

Indichiamo con   il solido omogeneo ottenuto con la rotazione del dominio  . Il suo baricentro 

sta sull’asse delle    e la sua ordinata è ,     
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Usando coordinate cilindriche         si vede che il solido  è definito al seguente modo: 
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Ne segue  
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Esercizio3 

L’equazione differenziale che compare nel problema è di tipo  Bernoulli . Con la sostituzione  ( )  
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Si ottiene l’equazione differenziale lineare   
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 ( )        che ha la soluzione generale  

 ( )         dove  c  denota una costante. Il dato iniziale  ( )  
 

 
    implica   c=3  . quindi la soluzione 

cercata è   ( )  
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Esercizio 4 

Si vede che 
 

  
(          (    )   )      (    ). Tale funzione, nel punto soluzione, vale 

2>0. Inoltre la funzione            (    )                           . Il teorema della funzione 

implicita assicura che la data equazione, in un intorno di    definisce implicitamente  

                    (   ). Indicando inoltre con     (   ) tale funzione , in un intorno di (    ) si ha 
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che , in particolare,    (    )    (    )   . Quindi  (    ) è un punto stazionario per  (   ). 

Esercizio 5 

Chiamiamo   la porzione di superficie conica in questione. Indichiamo anche con   la porzione della sfera di 

centro (     )  raggio   √    colatitudine   variabile in *  
 

 
+                     [    ]. L’unione di tali 

due superficie è la completa frontiera di un settore sferico solido  . La divergenza del campo vettoriale 

assegnato  ⃗ vale  4√           Per il teorema della divergenza si ha : 
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  ⃗dV = ∬  ⃗   ⃗⃗    
 ∬  ⃗   ⃗⃗    

   

Dove   ⃗⃗   ⃗⃗    sono i versori normali esterni ad   e   rispettivamente. In particolare ricordiamo che  il 

versore  normale    ⃗⃗  nel generico punto di   di coordinate cartesiane (     )  è      
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). E Quindi su tale superficie si ha 
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Usando le coordinate polari sferiche         si ottiene poi : 

(  )∭    
 

  ⃗dV=∫      
√ 

 ∫       
 

 
 ∫   

  

 
 =8 (  

 

√ 
) 

(  ) ∬  ⃗   ⃗⃗    
   ∬    

 
  =∬             

 
   =4 ∫   ∫      

 

 
 

  

 
=8 (  

 

√ 
) 

Da ( ) (  ) (   )  si vede che il flusso∬  ⃗   ⃗⃗    
 uscente dalla superficie conica vale 0. 

 

Esercizio 6 

I punti critici di  (   ) sono     (   )    (
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I valori assunti dalla funzione su tali punti sono   
 

 
     

 

 
     

 

 
    

 

 
     Inoltre si vede che  

   (     )    (   )    . Pertanto esiste un      tale che in  ogni punto (   )per il quale  

√     
 
  , deve essere  | (   )|  

 

 
   . La distanza dei 5 punti critici dall’origine è   . Ne segue 

che  tale   è senz’altro maggiore di 1. In ogni caso si vede che  

      | (   )|         | (   )|   dove        denota il cerchio chiuso di centro (   ) e raggio  . 

Pertanto          (   )  
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