1 Lezione n.1 : Serie di Potenze

1.1 La Serie geometrica

Consideriamo serie geometrica di ragione x

oo
1+x+x2+...+wn*1+...:zxk
k=0

Ridotta n-sima
sp=14+z+a2+ - 2!

Se x =1 si ha
sp=14+14---+1=n.

Sia z # 1. Si ha

1— "
l4ata’d o ta ="
1—=2x
Se |z| < 1 allora lim,,,o, " = 0 e pertanto
. . 1 -2z 1
lim s, = lim = .
n—o00 n—oo 1 — o 1—=x
Se x > 1, poiche lim,_,, " = 400 si ha
n_1 1 1
lim s, = lim :C = - lim 2" — = 400
n—00 n—oo  — 1 r—1 n—oo r—1

Sia ora z = —1,
" 2 11, n=2p+1

Pertanto la successione (s, )y non e regolare.
Sia infine x < —1. Possiamo scrivere x = —|z|, e quindi
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Ne segue che Sy, = —00 e Sp,_1 — +00 e pertanto Alim,, . sp
Allora

+o00 z>1
> 1
Zxk = lim s, =¢ —— x€(-1,1)
n—o0 1—2a



1.2 Definizione e prime proprieta

La Serie geometrica costituisce un caso particolare di serie di potenze

o
Z an(x — z0)"
n=0

quando a, =1 n=0,1,...... e xg=0.

In generale i coefficienti a,, costituiscono una successione di numeri reali.
Con una traslazione y = x — xg possiamo ricondurci al caso xg =0
Infatti supponiamo di dover studiare I'insieme di convergenza della serie

o0

Z(l‘ - 1"

n=0
Si pone y =z — 1 e si studia
o0
>y
n=0
che sappiamo essere convergente per |y| < 1.

Yy <1 <= |z —1|<1 <= —-1l<z-1<1 <= 0<x<2

Concentriamo la nostra analisi sul ruolo dei coefficienti a,,. Osserviamo di aver incontrato
gia le serie di potenze con nello studio delle serie numeriche (oltre le serie geometriche).
Facciamo alcuni esempi

z".

S|

[0.9]

n=1

Per il criterio del rapporto per le serie numeriche la serie converge (assolutamente) per

|z| < 1. Il caso || = 1 deve essere studiato separatamente per x = 1 la serie diverge (serie

armonica), per x = —1 la serie converge (Criterio di Leibniz) pertanto l'insieme dove la serie
converge ¢ dato da (—1,1) U {—1}.

Per il criterio del rapporto per le serie numeriche la serie converge (assolutamente) per
|z| < 1. |z| = 1 deve essere studiato separatamente per x = 1 la serie converge, per z = —1
la serie converge (Criterio di Leibniz) pertanto 'insieme dove la serie converge ¢ dato da
(-1, 1)u{-1,1}.

Per il criterio del rapporto per le serie numeriche la serie converge (assolutamente) per
ogni x reale.
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g nz".
n=1

Per il criterio del rapporto per le serie numeriche la serie converge solo per x = 0.

o0

Z 3™,

n=1

Per il criterio del rapporto per le serie numeriche la serie converge (assolutamente) per |x| < %
lx| = % deve essere studiato separatamente per x = % la serie diverge, per x = —% la serie ¢
indeterminata.

Vediamo negli esempi che I'insieme di convergenza ¢ un intervallo, ’analisi nei punti di
estremo dell’intervallo varia da caso a caso. Indichiamo con F l'insieme dei punti = in cui la
serie converge e definiamo raggio di convergenza della serie

r=supk

Osserviamo che questa definizione ¢ estendibile al caso complesso. Sia z € C. Ripartendo
dalla serie geometrica e ricordando che

|z| = v/ (R2)? 4 (32)? & il modulo di z.

abbiamo che la serie
o0
> "
n=0

converge se |z| < 1. Nel piano complesso (Rz, Jz) linsieme /(Rz)? + (82)? < 1 individua il
cerchio di centro 0 e raggio 1 privato della circonferenza. Il raggio di convergenza (in questo
caso si ha perfetta corrispondenza con I'immagine grafica) ¢ 1.

Dimostriamo ora che l'intuizione maturata sulla struttura dell’insieme di convergenza
corrisponde a un risultato matematico.

Proposizione 1. Se la serie
o
g anx”
n=0

converge in un punto x1 allora converge (assolutamente) in ogni punto x tale che |z| < |z1].

Dimostrazione. Sappiamo che la serie

[e.e]

g any

n=0
converge. Assumiamo z1 # 0. Ne segue dalla condizione necessaria di convergenza
. n_
lim apz} =0,
n—-+o0o

ne segue che esiste NV € N tale che per n > N

lanzt| < 1.



Allora per n > N

n

x™ x
ona"] = | || = hane] | =
Quindi tenuto conto che |a,z}| <1
oo oo T n
S s 3|2
n=N+1 n=N-+1 1
L’ultima serie converge se |z| < |z1]. O

2 Serie di Potenze ed equazione di Bessel di ordine zero

Illustriamo il Metodo di Frobenius per illustrare come determinare la soluzione dell’equazione
di Bessel di ordine 0.

zy"(x) + ¢ (z) + zy(z) = 0, x>0

Ricordiamo le equazioni di Bessel di ordine n

22y () + 2y (z) + (2° — n?)y(x) =0, x>0

Aggiungiamo la condizione in z = 0, y(0) = 1,

y'(z) = —xy"(x) —xy(z),  ¢(0)=0

Ricapitolando vogliamo risolvere

Assumiamo che la soluzione sia esprimibile in serie di potenze

0
y([lﬁ) = Z anm”?
n=0

dalla condizione y(0) = 1 si ricava ap = 1. Dunque

oo o0 o0
y(m):Zanfc":1+a1x+a2$2+a3x3+---+~-zl—i—Zanx”:l—l— Zamﬂwm“
n=1 m=0

n=0

Calcoliamo i singoli termini

oo
zy(x) = Z apz"™ !
n=0

oo
v () = a1 + Z(n + 2)ap ozt

n=0



(e 9] o0

V()= 342t Dana®  ay’(@) = 31+ 2)(0+ Dangar™!

n=0 n=0
Sostituendo
o0 o (o)
> (n+2)(n+ Dangor"™ + a1+ > (n+2)anta™ ! + > ana™ =0
n=0 n=0 n=0
Riordinando

oo
ay + Z <an + (n+ 2)2an+2>x”+1 =0.
n=0

Ricaviamo ag =1, a7 =0.

1
2 _ _
ayn + (n + 2) Ap+2 = 0 Ap+2 = —man
Se n ¢ dispari a, = 0, se n ¢ pari alloran =2k k € N
1
A2(k+1) = —722(]{7 1) a2k
1 1
a9 —272a[) = _ﬁ
11 111 11
4= ~5r93%0 = 539352 ~ 3351
11 1111 1 1
a S04 = — =5 =5 —5 — = ————
07 T9232™ T To2329291 T 26 (31)2
agn+1 =0,
— n_ 1 1
A2p = (_1) 220 (nly2?
Otteniamo
00 [ee] o] 2n
11 1 2% 1 [z
= 1) n _ —1)" i —1)» hd
y(-T) nz:;)( ) 92n (n')Ql' nz:%)( ) (’I’L')Q 92n nz:;)( ) (’I’L')Q <2)

funzione di Bessel di ordine 0.



3 Lezione n.2 : Serie di Potenze

3.1 Criteri per la determinazione del raggio di convergenza

Teorema 3.1. (Criterio di Cauchy) Se esiste il limite (anche +00)

lim {/|an| =1,

n——400

allora

r=-

l
Teorema 3.2. (Criterio di D’Alembert) Sia a, # 0, per ogni n. Se esiste il limite (anche

+00)
Jm | =
allora 1
r=-.

l

Se | = +o0 allora r =0, se [ = 0 allora r = +00

Esercizio 3.3. Calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze

>a(5)

n=0
Risulta

oo T n o 1 n

SIS0

n=0 3 n=0 3
Calcoliamo

1 1
N 3 n '

Gn,

SN

Neseguel:%er:iﬁ

Ricapitolando: data la serie di potenze, Y - ; a,z™ determiniamo il raggio di convergenza
r (i criteri non fanno intervenire x). Allora la serie converge assolutamente per |z| < r, non
converge per |x| > r, in generale nulla si puo dire per |z| = r.

Ricapitolando

Teorema 3.4. Data la serie di potenze si verifica sempre uno dei sequenti casi
e [a serie converge per x =0

e la serie converge per ogni T reale

e la serie converge per |x| < r e non converge per |x| > r



4 Serie di Potenze: Integrale e Derivata

4.1 Derivazione termine a termine

Sia ) 7 janz™ una serie di potenze con raggio di convergenza r > 0 e con somma

f(z) = Zanazn lx| < r.
n=0

La serie derivata
o0
E na,z" !
n=1

ha lo stesso raggio di convergenza della serie ) 7 jana™ (applicare il criterio di D’Alembert),
la somma f(z) & derivabile e vale

(0.9}
fl(x) = Znanx”_l |z| < 7.
n=1

Vediamo un’applicazione del risultato.

1
= Z(—l)”m” lz| <1
142z e
1 =
A = Ut el <1

4.2 Integrazione termine a termine

Sia > > a,z™ una serie di potenze con raggio di convergenza r > 0 e con somma

f(z) = Zanx" |z <.
n=0

Si ha
$n+1

T +oo
/0 f(s)ds:ngoann+1 x| < r

Utilizziamo questo risultato.

=S
= —1)"z?" lz| <1
5 ( :
1+ o
Integrando
+oo 1
arctanx = Z(_l)nZn n 1m2"+1 lz| <1
n=0



Possiamo utilizzare il risultato per integrare per serie alcune funzioni non integrabili
elementarmente. Per a > 0 calcoliamo

Slnl‘ a 1 1
2n n 2n+1
e =Y (-1)"———a®"t,
/ / 2n+1)! v (=1) (2n+1)!

n=0

Introduciamo la funzione degli errori introdotta da Gauss

:EJFOO
f dt 7t2nd - 2n+1'
TR / Vv / Z T

5 Lezione n.3: Serie di Taylor

Data una funzione f € C*°(xg — r,z9 + r) la serie

+oo z
n=0 :

si dice serie di Taylor relativa al punto xg. Se vale

+0o pp
fa) =3 T gy g <
n=0 ’

la funzione f si dice sviluppabile in serie di Taylor per x: |z — x| < r.
Il seguente esempio mostra che che esistono funzioni f € C°°(—r,r) che non sono uguali
alla serie di Taylor.

Esempio 5.1.

0 z=0

La funzione presenta derivate tutte nulle in xg = 0, e quindi la serie di Taylor ad essa relativa
vale 0 e non coincide con la funzione.

fla) = { -

Funzioni analitiche (in senso reale).

Definizione 5.2. Una funzione f : I — R (I intervallo con (xg — ryxo + 1) C I) si dice
analitica in senso reale se e sviluppabile in serie di Taylor in un intorno (xg — r,xo + 1) di
xo. f si dice analitica in I se & analitica in ogni punto di I.

Ci occupiamo di condizioni di sviluppabilita di una funzione in serie di Taylor.

Definizione 5.3. Se f é derivabile n + 1 wolte, il resto dato dalla formula di Taylor

n k
o m.x) = oo, ) = F(x) ~ 30 L0 (@ gt
k=0
Sappiamo (resto di Peano) che
r(zo,n,x) = o((x — xp)") x — .
Ci occupiamo di condizioni per cui
r(xzo,n,z) =0 n — +oo



5.1 Resto Integrale e di Lagrange

Deduciamo ora altre espressioni del resto

Teorema 5.4. Se f ¢ derivabile n + 1 wvolte, il resto si puo esprimere

rn(xo, ) = /w ST (z —t)"dt

|
o n:

Dimostrazione. La dimostrazione del risultato segue il principio di induzione. Per n = 0 il
risultato segue da

x
f@) = flao) = [ F(0.
o
Assumiamo vera 'affermazione al passo n — 1. Il resto al passo n — 1 si esprime

-1

3

f* (o)
k!

rn—1(xo,x) = f(x) — (x — xo)k.
k

=0

Si ha

Tn—1(z0, ) = /I: (gn_(tl))!(x —t)"lat = /I: /() ' [— (- t)n}/dt =

_ [(ZE - t)nfn(t)r + /: f”“(t)ﬂdt

|
n: 0

-l )+ [t

|
n. 0

In conclusione

k(g T —x0)" z T —t)"
T(JI(),TL . ].,LU) _ f(SC) . f IE;‘O) (ﬂj‘ - xO)k — ( o 0) fn(xo) +/ fnJrl(t)( n't) dt,
k=0 : : z0 !
e quindi
" fR(x L k(g z —x9)"
ra(eo ) = £(z) = 3 0 gt = ) - 30 T (o gy I g
k=0 ’ k=0 ’ '
T fn+1(t) (:E n't)n "

Dalla formula del resto integrale si deduce la formula del resto di Lagrange.

Teorema 5.5. Se f é derivabile n + 1 volte in un intervallo I e x,xy sono punti di I, esiste
un punto & compreso tra x e xg tale che

(.T _ xo)”+1

rn(z0,2) = fn+1(§)W7



Dimostrazione.

(0, T / ) x_t) ——dt =

Assumiamo x > zg. In [z, ] applichiamo il teorema della media integrale

m < ") < M,

essendo
m = min " (t) M = max f""1(t).
[CIZ(),CC] [x()?x]
Abbiamo _— ) . _—
(n+1)! 20 n! (n+1)!
Ossia

me [ )

Dal teorema dei valori intermedi applicato a f**1, si ha che esiste & per cui

_ n+1 -1
fn+1(€) — |:($ nj"_l :| / fn+1 ) dt,

[ o= <

0 n!

da cui la tesi. O

5.2 Condizioni di convergenza

Teorema 5.6. Se la funzione f ¢é derivabile infinite volte in un intervallo (a,b) e se esistono
due numeri reali L e M tali che

1F"(2)) < ML  Vz € (a,b) Vn,
allora per ogni xqy € (a,b) la funzione é sviluppabile in serie di Taylor centrata in xg.

Esempi di funzioni analitiche in R: €%, sinx, cos x. La dimostrazione segue dall’espressione
del resto di Lagrange.

5.3 Gerarchia degli spazi nel caso reale

Co(I) D CHI) > C?*(I) > C3(I) -+ D C*®(I) D Insieme Funzioni Analitiche(I)
La funzione sinz ¢ derivabile di ogni ordine in ogni punto di R. sinz € C*°(R), ed & una
funzione analitica.

B e_x% x#0
o= {7 2

¢ derivabile di ogni ordine in ogni punto di R. ma non e una funzione analitica perché la serie
di Taylor ad essa relativa vale 0 e

f(x) #0
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6 Esercizi

Calcolare il raggio di convergenza per la seguente serie di potenze

Esercizio 6.1.

Esercizio 6.2. Risolvere con il Metodo di Frobenius il problema dell’oscillatore armonico

y'(x)+ylx) =0,  y0)=w  ¥(0)=u.

Esercizio 6.3. Alcune funzioni espresse in serie di potenze:
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