METODI MATEMATICI PER L’INGEGNERIA
DELL’INFORMAZIONE:
APPUNTI 2016-2017

1. ELEMENTI DI TOPOLOGIA DI R™

Ricordiamo che per z,y € R valgono le seguenti proprieta
x| >0
x # 0 se e solo se || >0

e o0 0 0
5
<
I
8
=

1.1. Norma. R™ con p > 1. La formula
lell, = (eaf? -+ |z )7

definisce una norma in R™. (da dimostrare piu tardi tramite la disug-
uaglianza di Young, Holder, Minkowski).
Occorre verificare che valgono le seguenti proprieta Vz,y,z € R™ e A € R:

e [[z]| >0,
|z]| =0 <= x=0,
[Az]] = |A] - ],

[+ yll < ll]l + [lyll

1.2. Il prodotto scalare. Il prodotto scalare in R” € un numero reale dato
da

T-Yy=x1Y1+ + TmYm per ogni z,y,z € R A€ R
Occorre verificare che valgono le seguenti proprieta

T-Yy=Yy-z, (x+y)-z=2-2+y-2, Mz -y) =M -y.

2
(z,2) = [|l]]
Esempio 1.1.
e La formula
Hx||1:‘$1’++’xm‘7 x:(xl,...,wm)ERm

definisce una norma su R™. Infatti dimostriamo la disuguaglianza
triangolare

lz+ylly = ler+yl+ -+ 2m + ym| <= [z + [yl + 2w + |ym]

= [zl + [lyll,
1
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e La formula

[ 2]l = max {Ja1], ..., |zm[}

definisce una norma su R™.

|2+ ylloo = max {|z1 +y1],. .., |Tm + ym|} < max {|z;|}+max {|yi[} = ||lz[l o +]Yl
Vale la relazione

Jtim ol = ]l

Sfruttando la relazione tra le norme, valida per ogni p > 1
1
2]l < Nlzllp < m¥ |lf
1.3. Intorni. Disegnare gli intorni

[zl <1 lzfle <1 [l <1

[l <1 lzlly <1

2]l <1

Gli esempi appena visti sono casi particolari di una teoria molto impor-
tante. Ricordiamo alcune nozioni fondamentali

1.4. Spazi vettoriali. Uno spazio vettoriale su un campo K & un insieme V'
dotato di due operazioni binarie, dette somma e moltiplicazione per scalare,
caratterizzate da determinate proprieta

Gli elementi di V' sono detti vettori e quelli di K scalari. Le operazioni
sono:

-una somma dati due vettori u, v la somma fornisce un altro vettore indi-
cato con u + v

(u,v) > u+v

-un prodotto per scalare che dato un vettore v e uno scalare A fornisce un
altro vettore indicato con Av .

(A v) = Ao
Gli assiomi che queste due operazioni devono soddisfare sono i seguenti|
L’insieme V con la somma ¢ un gruppo abeliano:
la somma ¢ commutativa e associativa,

esiste quindi un elemento neutro 0,
ogni vettore v ha un opposto che ¢ normalmente indicato con —v ;

Mu+v) = u+ I YAe KYu,veV

A+A)v= v+ \v VA M e KYveV
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()\/\1)’[) = )\()\11}) V)\, MEKYeV

lv=vVYveV
Esempio R™ su R.

ﬂU‘i‘y: ($1+y17$2+?/27-~-7$m+ym)
AeR
Ar = (Az1, ATa, ..., AZy,)

Sia V' uno spazio vettoriale, un sottoinsieme W di V & un sottospazio

vettoriale se & uno spazio vettoriale rispetto alle stesse operazioni di V.
YAMAM e K YuveV = du+ \veW

Notazione V(K), V su K

1.5. Spazi normati. Uno spazio vettoriale X (R) munito di norma si chiama

spazio vettoriale normato o semplicemente spazio normato. Vx,y,z € X e
A € R, valgono le proprieta:

e |z]| =0,

e |z]| =0 <«— x=0,
o [[Azf| = [A] - [lzl],

o |lz+yll <zl + [ly[l-
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1.6. Disuguaglianza di Young. Dato p > 1, p € R diciamo coniugato di
p il numero reale ¢ tale che
-+ -=1.
p q
Teorema 1.2. Disuguaglianza di Young (esponenti reali): dati due numeri
reali positivi a e b, e dati p, ¢ numeri reali coniugati, si ha
aP bl
ab < — + —
p q
Proof. Fissiamo b > 0

2
lim —+— —tbh=+0c0
t——+o0 p q

b4
f(0) = i >0
Ft) ="t —b

Pl e t = bt
F'(671) >0

Punto di minimo relativo che & anche punto di minimo assoluto

51 q
f(bpil):bp +be_bp11b:<1+l_1>bq:0
p q P q

Allora risulta per ogni numero reale a > 0
fla) =0,
ossia ) )
ab < —aP + —b?
p q
O

Teorema 1.3 (disuguaglianza di Holder). Per p,q esponenti coniugati e
p,q € [1,4+00) e Vx,y € R™ abbiamo

(1.1) [z -yl < llzllpllyllq-
Si fissi
= |90z‘| : by = |yi|
|| lyllq

Dalla disuguaglianza di Young

1]z:P 1 |y:le
aibi S - |$Z|p - |yl|q
plzlly  allvlg
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Sommando

Zaz z_ l 1|xz’p+12?ll |y2|q -

[EdlF8 ¢ Iylls

Da cui si evince

Z bs —Z |lzi| |yl

Il Tl =

e la disuguaglianza di Holder segue

(1.2) -yl < llzllpllylq-

Teorema 1.4 ( Disuguaglianza Minkowski ). Perp € [1,400) eV z,y € R™
abbiamo

(1.3) 1z +yllp < llzllp + lyllp-

|z +yilP = |z + P e + i) <
i + yalP (| + Jwil)

m m m
Dol uil” <Yl wil sl Y Lyl il
=1 =1 =1

Si ha

m m 1
q
> b+l ] < el o+ 0Vl = (3 Lo+l 7)
i=1 i=1

1

m m
q
S Jos Pl < Il + )@ = ||yup<§j 21 +yir<p-1>q)

i=1 i=1
Quindida (p—1)g=p
lz +ylh <z +yll~ (el + llyll»)

e dividendo per |z + y|5~" (assumendo non nullo) si ottiene la Disug-
uaglianza di Minkowski

[z +yllp < llzllp + lyllp-

Esempio. R™(R) dotato della norma euclidea di z. Dato un punto
T = ($1a---7$m) € R™

Izl = (a3 + - +22) "%

Due norme ||z||, ||z||, si dicono equivalenti se esistono due costanti m e
M tali che
mllzll, < llzll, < Mz,

Si ha che le norme p per p > 1 sono tra loro equivalenti.
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Esercizio 1. Data la funzione

fla,y) = a® =y
calcolare la derivata direzionale di f nel punto (1,2) lungo la direzione del

versore v = (1/v/2,1/v/2).
Calcolare il minimo e il massimo assoluti di f nella regione D delimitata
dal trapezio di vertici

(1,2),(-1,2),(1/4,1/2),(—1/4,1/2),
compresi i lati
Risposta f, = —v2 m = —4, M = —3/16.

Esercizio 2. Data la funzione f(z,y) = x—y determinare minimi e massimi
assoluti nell'insieme

{(z,y) eR*: —1 <2 <1, —2<y<2}
Risposta m=-3, M=3.

Esercizio 3. Data la funzione f(z,y) = 22 — 3? + 22y determinare minimi
e massimi assoluti nel cerchio unitario

{(z,y) eR?: 2% +¢* <1}
Risposta m = —\@, M =+/2.



