
LA SERIE ARMONICA

La serie armonica
Si chiama serie armonica la serie di temine generale xn = 1/n.
Teorema La serie armonica
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diverge positivamente.
Dimostrazione Infatti consideriamo per k ∈ N
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(
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Allora e ≥
(
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Poichè la funzione lnx è crescente in (0,+∞)

= 1 = ln e = ln ak = k ln
(
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Da cui
1
k
≥ ln(k + 1)− ln k

Facendo le somme da 1 a n

n∑
k=1

1
k
≥

n∑
k=1

ln(k + 1)− ln k = ln(n + 1)

In conclusione sn ≥ ln(n + 1) e quindi la serie armonica diverge per i teoremi di
confronto sulle successioni.

Importante notare che
Per la serie armonica

∞∑
n=1

1
n

è verificata la condizione xn → 0; questa condizione è perciò necessaria, ma non è
sufficiente per la convergenza della serie.

Teorema (criterio del confronto asintotico) Sia xn una successione a termini non
negativi per cui esiste il limite e

lim
n→+∞

nxn = l 6= 0.

Allora
∞∑

n=1

xn = +∞
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Esempio Studiare il carattere della serie
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)n 1
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n
per n→∞,

Dal criterio del confronto asintotico segue immediatamente che la serie è positi-
vamente divergente
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1. Serie Armonica Generalizzata

Per p numero reale e positivo. La serie armonica generalizzata è data da
∞∑

n=1

1
np

∞∑
n=1

1
np

=

{
+∞ p ≤ 1
<∞ p > 1

Teorema (criterio del confronto asintotico) Sia p un numero reale e positivo. Sup-
poniamo p ≤ 1. Sia xn una successione a termini non negativi tale che per cui esiste
il limite e

lim
n→+∞

npxn = l 6= 0.

Allora
∞∑

n=1

xn = +∞

Esempio Studiare il carattere della serie
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ossia (
1 +

1
n

)n 1√
n
∼ e√

n
per n→∞,

Dal criterio del confronto asintotico segue immediatamente che la serie è positiva-
mente divergente.
Teorema (criterio del confronto asintotico) Sia p > 1 un numero reale. Sia xn una
successione a termini non negativi tale che per cui esiste il limite in R di

lim
n→+∞

npxn

Allora
∞∑

n=1

xn < +∞

Esempio Studiare il carattere della serie
+∞∑
n=1
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ossia
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Dal criterio del confronto asintotico segue immediatamente che la serie è conver-
gente. Ricapitolando
Esempio Studiare il carattere della serie
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Dal criterio del confronto asintotico segue immediatamente che la serie è convergente
per α > 1

2 (⇐⇒ 2α > 1) e divergente per 0 < α ≤ 1
2 .


